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PROLOGO 


El  objeto  de  este  manual  es  el  de  presentar  un  conjunto  de  formulas  y tablas  matematicas 
que  seguramente  seran  de  valor  para  los  estudiantes  e investigadores  en  materias  como  las 
matematicas,  ffsica,  ingenieria  y otras.  Para  cumplir  este  proposito,  se  ha  tenido  el  cuidado 
de  escoger  aquellas  formulas  y tablas  que  puedan  ser  de  mayor  utilidad  practica  prescindien- 
do  de  las  formulas  altamente  especializadas  que  raramente  se  emplean. 

No  se  ha  ahorrado  esfuerzo  para  presentar  los  datos  y formulas  en  forma  precisa  a la  vez 
que  concisa  para  que  se  puedan  encontrar  con  la  mayor  confranza  y facilidad. 

Los  temas  tratados  oscilan  desde  los  elementales  hasta  los  avanzados.  Entre  los  temas  ele- 
mentales  figuran  el  algebra,  la  geometrfa,  la  trigonometrfa,  la  geometria  analftica  y el  calculo. 
Entre  los  temas  avanzados,  figuran  las  ecuaciones  diferenciales,  el  analisis  vectorial,  las  series 
de  Fourier,  las  funciones  gamma  y beta,  las  funciones  de  Bessel  y de  Legendre,  las  transfor- 

madas  de  Fourier  y de  Laplace,  las  funciones  elfpticas  y algunas  otras  funciones  especiales 
importantes.  Este  amplio  contenido  de  temas  ha  sido  acogido  con  el  fin  de  poder  proporcionar, 
en  un  solo  volumen,  la  mayor  parte  de  los  datos  matematicos  importantes  de  utilidad  para  el 
estudiante  o investigador,  cualquiera  que  sea  su  area  particular  de  interes  o su  nivel  de  apren- 
dizaje. 

Este  libro  esta  dividido  en  dos  partes  principales.  En  la  parte  1 estan  contenidas  las  for- 
mulas matematicas  al  tiempo  que  se  tratan  otros  asuntos  tales  como  defrniciones,  teoremas, 
graficas  diagramas,  etc.,  que  son  esenciales  para  la  correcta  comprension  y aplicacion  de  las 
formulas.  En  esta  primera  parte  figuran  ademas  amplias  tablas  de  integrales  y transformadas 
de  Laplace  que  pueden  ser  de  gran  valor  para  el  estudiante  o investigador.  La  parte  II  contiene 
tablas  numericas  tales  como  los  valores  de  las  funciones  elementales  (trigonometricas,  logarit- 

micas,  exponenciales,  hiperbolicas,  etc.)  asf  como  tambien  de  las  funciones  de  caracter  avanza- 
do  (de  Bessel,  de  Legendre,  elfpticas,  etc.):  Las  tablas  numericas  correspondientes  a cada  fun- 
cion  se  presentan  por  separado  con  el  objeto  de  evitar  confusiones,  especialmente  para  el  prin- 
cipiante  en  matematicas.  Asf  por  ejemplo,  las  funciones  seno  y coseno  para  angulos  en  grados 
y minutos  se  presentan  en  tablas  separadas  mas  bien  que  en  una  sola  tabla,  lo  cual  evita  al 
estudiante  el  tener  que  preocuparse  acerca  de  la  posibilidad  de  incurrir  en  algun  error  por  no 
buscar  en  la  columna  o fila  apropiadas. 

Deseo  expresar  mis  agradecimientos  a los  diversos  autores  y editores  por  haberme  otorgado 

el  permiso  de  tomar  datos  de  sus  libros  para  emplearlos  en  varias  de  las  tablas  de  este  manual. 

Las  referencias  apropiadas  aparecen  junto  con  las  tablas  correspondientes.  Me  hallo  especial- 
mente agradecido  del  redactor,  del  extinto  Sir  Ronald  A.  Fisher,  F.  R.  S.,  del  Dr.  Frank  Yates, 
F.  R.  S.,  y de  Oliver  and  Boyd  Ltd.,  Edimburgo,  por  el  permiso  para  emplear  datos  de  la  ta- 
bla III  de  su  libro  Statistical  Tables  for  Biological,  Agricultural  and  Medical  Research. 

Deseo  ademas  expresar  mi  gratitud  a Nicola  Monti,  Henry  Hayden  y Jack  Margolin  por 
su  magnrfica  cooperation  editorial. 
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■ : "-1 

CON8TANTES  NOTABLES 


1.1  7 r = 3,14159  26535  89793  23846  2643.. 

1.2  e = 2,71828  18284  59045  23536  0287..  . = ( 1 + ^) 

= base  de  los  logaritmos  naturales 

1.3  \/2  = 1,41421  35623  73095  0488.  . . 

1.4  V3  = 1,73205  08075  68877  2935..  . 

1.5  t/6  = 2,23606  79771  99789  6964... 

1.5  y/2  = 1,25992  1050..  . 

1.7  \/3  = 1,44224  9570.  . . 

1.5  ^2  = 1,14869  8355..  . 

1.9  ^3  = 1,24673  0940.  . . 

1.10  e17  = 23,14069  26327  79269  006.  . . 

1.11  **  = 22,45915  77183  61045  47342  715..  . 

1.12  ee  = 15,15426  22414  79264  190..  . 

1.13  log10  2 = 0,30102  99956  63981  19521  37389.  . . 

1.14  log,,  3 = 0,47712  12547  19662  43729  60279.  . . 

1.15  log10  e=  0,43429  44819  03251  82765.  . . 

1.15  log,0  r = 0,49714  98726  94133  85435  12683... 

1.17  log,  10  = In  10  = 2,30258  50929  94046  68401  7991..  . 

1.10  loge  2 — In  2 = 0.69314  71805  59946  30941  7232..  . 

1.18  log,  3 = In  3 = 1,09861  22886  68109  69139  5245..  . 

1.2  0 y = 0.67721  66649  01532  86060  6512..'.  = constante  de  Euler 


1.21  e't  = 1,78107  24179  90197  9852..  . [vease  1.20] 

1.2  2 \fe  = 1,64872  12707  00128  1468..  . 

1.2  3 yfrt  - r(  |)  = 1,77245  38509  05516  02729  8167.. 

donde  r denota  la  funcidn  gamma  [veanse  las  paginas  101-102], 

1.24  r(£)  = 2.67893  85347  07748... 

1.2  5 r(£)  = 3,62560  99082  21908... 

1.2  5 l radian  = 180%r  - 57,29577  95130  8232..  .° 

1.27  1°  - ,r/180  radianes  = 0,01745  32925  19943  2957..  radianes 
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Si  n = 1, 2, 3,  . . . el  factorial  de  n se  define  as! 

3-1  n!  = 1-2-8 n 

Por  otra  parte,  el  factorial  de  cero  se  define  asi 

■3.2  0!  = 1 


Si  U = 1, 2, 3,  . . . entonces 

3.3  («  + „).  = s-  + nXn~ty  + +...+  r 

El  desarrollo  anterior  es  llamado  formula  del  binomio.  Se  pueden  emplear  otros  valores  de  n y entonces  tenemos  una 
serie  infinita  [vease  series  binomiales,  pagina  110]. 


3.16  (as,  + z2  + • ■ • + *„)» 

donde  la  suma,  2,  eomprende  todos  los  ent 
n,  + n2  + ■•+«>=  n. 


• ormulas  geometricas 


2b-  V^(a2  + 6s)  [aproximadamente] 

Vease  las  tablas  numericas  de  la  pagina  254. 

ft  i » 


ABC 


4.29 


'formulas  geometricas 


Fig. 4-21 


= ir(a  + b)(  4.44 


4.48  Volumen  - a 


Fig.  4-28 
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FUNCIONES  TRIGONOMETRICAS 

5.7 

sen  A = ylr 

5.8 

coa  A = xlr 

5.9 

tan  A = y/x 

5.10 

cot  A = xly 

5.11 

sec  A = rlx 

5.12 

esc  A = r/y 

FUNCIONES  TRIGONOMETRICAS 
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is  tablas  de  laspaginas  206-215  contienen  los  valores  correspondientes  a 
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FUNCIONES  TRIGONOI 


5.34 

5.35 

5.36 

5.37 


M 

■ ? ' . .-I 

5.44 

sen3A 

= 3 sen  4—4  sen®  4 

5.45 

cos  3A 

= 4 cos3  A - 3 cos  A 

5.46 

tan  3A 

_ 3tanA-tan34 

1-3  tan2  A 

5.47 

sen  44 

= 4 sen  4 COS  A — 8 sen3  4 cos  4 

5.48 

COS  44 

= 8 cos4  A — 8 cos2  A + 1 

5.49 

tan4A 

4 tan  4—4  tan3  4 

1 - 6 tan2A  + tan4A 

5.50 

sen  BA 

= 5 sen  A - 20  sen 3 4 + 16sen5A 

5.51 

cos  54 

= 16  COS5  A — 20  cos3  4 + 5 cos  4 

5.52 

tan  64 

_ tan5  4 — 10  tan3  4 + 5 tan  4 

1 - 10  tan2  A + 5 tan4  A 

Veanse  ti 

™bien  las  formulas  5.68  y 5.69. 

5.53  sen2  4 = ^-|Cos24  5.57 

5.54  cos2  4 = J + ^ cos  24  5.55 

5.55  sen*  A = {sen  A - { sen  3A  5.59 

5.56  cos*  A = { COS  4'  + { COS  3 A 5.6 0 

Veanse  tambien  las  formulas  5.70  y 5.73. 


sen4  4 = f - £ C0S2A  + $ COS  4A 
COS4  A = { + £ COS  24  + £ COS  44 

sens  A - { sen  A - J-  sen  3 A + ^ sen  54 
cos5  A = { cos  4 + ^ cos  3A  + cos  5A 


TRIGONOMETRICAS 


: 2 sen  ${A+  B)  COB  i(A-B) 

--  2C0S£(A  + B)  sen  ^{A  - B) 

= 2 cos  ^(A  + B)  cos  {(A  - B) 

■■  2 sen#A+  B)sen  ftB-A) 

${cos  (A-B)-  cos  (A  + B)} 
£{cos  (A  — B)  + COS  (A  + B)} 
^{sen  (A  —B)+  sen  (A  + B)} 


Si  x = seo  y entonces  y = sen'* x,  es  decir,  el  angulo  cuyo  seno  es  i o el  seno  reciproco  de  xes  una  funcion  multifor- 
me de  x que  puede  considerarse  como  un  conjunto  de  funciones  uniformes  llamadas  ramas.  Las  demas  funciones  tri- 
gonometricas  reciprocas  tambien  son  multiformes. 


FUNCIONES 


TRIGONOMETRIC^ 
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FUNCIONES 


TRIGONOMETRICAS 


Un  numero  complejo  se  expresa  generalmente  en  la  forma  a + bi  en  donde  ay  b son  nui 
uni  dad  imaginaria,  se  caracteriza  por  tener  la  propiedad  de  que  i2  = -1.  Los  numeros  reales  ( 
tivamente  como  las  partes  real  e imaginaria  de  a + bi. 

Los  numeros  complejos  a + bi  y a — bi  se  conocen  como  coi 


ynjugados  complejos  el 


RAICES  Dfi  LOS  NUMEROS  COMPLEJOS 


FUNCIONES  EXPONENCIALES  Y LOGARITMICAS 
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La  forma  polar  de  un  numero  complejo  x -f-  iy  se  puede 


7.24 


X + iy  = r(cos  0 + i 


3,  pagina  22]  asi: 


OPERACIONES  CON  NUMEROS  COMPLEJO  EN  I 


Las  formulas  6.7  a 6.10  de  la  pagina  22  equivalen  a las  que  se  dan  a continuation. 


7.25 

7.26 

7.27 

7.28 


(r^W’)  = W^i  + V 

rieie‘  _ ^ 

r2e>«i  r2  * 

(re **)p  = rpeip*  [teorema  de  De  Moivre] 

(rei»)l/n  - Jre«e  + 2k»)]l/ii  - rl/n6i(8+2kir)/n 


LOOARfTMOS  OK  UN  NUMERO  COMPLEJO 


In  (re**)  = In  r + i$  + 2kni 


8.7 

8.8 

8.9 

8.10 

8.11 

8.12 

8.13 


tanh  x 


c s c h z = Jp- 

cosh5  x — senh2  x = 1 
sech2  X + tanh2  x = 1 
coth2  x — each2  x = 1 


8.14  senh  (-*)  = - senhz  8.15  cosh  (-*)  = c o s h z 8.16  tanh  (-*>=-  tanh  x 

8.17  each  (— <e)  = - each  x 8.18  Bech  (-*)  = s e c h z 8.19  coth(-x)  = - cothx 
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UNCIONES 


MPERBOLICAS 


6.  24 

senh2*  = 2senhacosha 

6.  25 

cosh  2a  = cosh2 

a + senh2  x - 2 cosh2  x l = l + 2 senh2  a 

S.  26 

<-“■  ■ T^SShr 

8.27 

senh  * = 

± cosh-^ 4-  [+  si  X > 0,  - si  a < 0] 

8.  28 

cosh|  = 

/ cosh  x + 1 

V 2 

8.  29 

tanh|  = 

senh  * COSh  a — 1 

cosh  x + 1 = senh  % 

SPIIS  1 ' ' ^ 4 

8.30 

senh  32 

= 3 senh  a + 4 Senh3  X 

8.31 

cosh  32 

= 4 cosh3  a — 3 cosh  X 

8.32 

tanh  3a 

3 tanh  x + tanh3  * 

1 + 3 tanh2  * 

8.33 

senh  42 

- 8 senh3  X cosh  X + 4 senh  X COSh  X 

8.34 

cosh  42 

= 8 cosh4  a - 8 cosh2  a + l 

8.35 

tanh  Ax 

4 tanha  + 4 tanh3a 

1 + 6 tanh2  a + tanh4  r 

cosh2  x 


8.  36 

8. 37 

8.38  senh3x  = ^ senh3x  - | senhz 

8.39  cosh3x  | cosh  3x  + 2 c o s h z 

8.  40  senh4  X - | £ C0sh2x  + ^ cosh  4x 

8 ■ 4 1 cosh4  x = | ^ cosh 22  + ^ cosh  4* 


SUMA*  RESTA  Y PRODUOTO  OE  FUNCIONES  HIPERBOUOA8 


senhz  + senhy  = 2 senh  ^(x  + y)  cosh  x — y) 

senhz  — senhy  = 2 cosh  ^(x  + y)  senh  £(z  — y) 

coshz  + cosh!/  = 2 cosh ^(x  + y)  cosh ^(x  — y) 
coshz  - cosh!/  = 2 senh  £(x  + y)  senh £(x  — y) 
senh  X senh  y = |{cosh  (x  + y)  - cosh  (x  - y)} 
cosh  X cosh  y = | {cosh  (x+  y)+  cosh  (x  - y)} 

senh  x cosh  y = ^{senh  \x  + y)  + senh(x  — y)} 


FUNCIONES 


HIPERBOLICAS 


;"*(«!)  = — tcsch_: 


8.103  csch _ ] (iz) 


Sea 

„ 3 a,  - 4 

Q = —9—, 

n _ 9a,a2  - 27 a3  - 2a\ 

S = yjR  + yJW- 

KR2,  T = yjR-VO^+W 

f*i  = S + T 

9.3  Soluciones: 

\x2  = -US+  T)  - ^a,  + ^V3  [S-T) 

U3  “ _ a(5 

+ T ) “ “ iiVS(S-T) 

Si  a,,  a2,  a3  son  reales 

y si  D — Q3  + R-  esi 

;1  descriminante,  entonces 

(i)  una  de  las  rai< 

:es  es  real  y dos  son  complejas  conjugadas  si  D > 0. 

(ii)  todas  las  raice 

s son  reales  y por  lo  meno 

is  dos  de  ellas  son  iguales  si  D = 0. 

(iii)  todas  las  raices 

1 son  reales  y distdntas  si  D 

< 0. 

Si  D <0,  el  calculo  se  s 

implifica  mediante  el  uso 

de  la  trigonometria. 

*1  = c 

os(\$) 

9.4  Soluciones  si  D < 

O:  ar2  = 2\f—Q  c( 

>s(j0+  120°)  donde  cos  « = -fl/V“Q3 

= 2\PQ  0 

os  (j0  + 240°) 

9.5  x,  + a 

H + x3  = ~'alt 

2 + x2x2  + = a2,  x,x2x3  = ~a3 

donde  x1,x2,  x3  so 

n las  tres  raices. 

32  v 
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■ 

T?B3HBS 

9.6 

Sea  j/j  una  raiz  real  de  1 

!/3  - a2;v3  + (a:a3  - 4a4)j/  + (4a2a4  - a|  - o|o4)  = o 

9.7 

Soluciones:  Las  4 

raices  de  z2  + %{ai  = V°i  " 4o2  + 4y,  }z  + ^{j/j  ± Vl/i  - 

son  reales,  el  calculo  se  simplifies  mediante  el  empleo  de  aque 
numeros  reales  como  coeficientes  de  la  ecuacion  cuadratica  9.7. 

4o4 } = 0 

Ila  determinada  raiz  r 

eal 

9.8 

donde  Xj,  %2,  x3,  x4 

+ x2  + *3  + x4  = -a3 

*1*2  + x2x3  + x3x4  + x4xx  + x1x3  + x2x4  = a2 

*1*2*3  + x2*3*4  + xlx2x4  + xlx3x4  = -03 

*i*2*3*4  = a4 

son  las  cuatro  raices. 

Fig.  10-2 


GEOMETRIA  ANALITICA  PLAN7 


FORMULAS  DE  GEOMETRIA  ANALITICA  PLANA 


I corresponde  i 
de  la  Fig.  i: 
las  del  reloj. 


reducid a. 


GEOMETRIA  ANALITICA  DEL 


ANO  AX*  6|— — 


12.12  — = ~(p-  0 x = *o  + -At>»=  3/0 + £<>*  = *0  + Ct 

Adviertase  que  los  numeros  directores  de  una  lfnea  perpendicular  al  piano  Ax  + By  + Cz  + D = 0 son 

A ft  C, 


: M. > ;Jy  -V * . ' 


12.13 


en  la  cual  el  signo  debe 


Ax  Q + By0  + Cz0  + D 
manera  que  la  distancia  no  resulte  negativa. 


Fig.  12-4 


12.24 


n constantes  [con  restricciones  si  asi  se  indica];  e - 2,71828 
natural  de  u |o  sea  el  logaritmo  en  base  e]  donde  se  supone 
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13.  14 

<2 

dx  8en  M C 

du 

08tt„ 

1317  ^co< 

2 

;u  = -“c2“^ 

13.  15 

d 

y-  COS  U = - 

dx 

du 

- sen  tt’r- 
dx 

13'  18  £ 

/it. 

sec  u = sec  u ten  u“jj£ 

13.  16 

— tanu  = i 

9 

,ec!u^ 

1319  ^C8< 

:u  = — esc u cot 

1 3 . 

\\ 

1 fJ  L . rf.H 
VT^u2 

13.21 

d_  _ 

—1  du 

[0  C COS- * u < yj 

dx 

^/l  _ u2  <2* 

13.  22 

^tan_Iu  = 

1 (2u 

1 + u2  (2* 

[-f  < ta„-i  u < f] 

1 3 . 

■pCOt_1 

„ 'I  . d* 

«J  (2* 

[0  < cot-1  u < F] 

13.  24 

d_ 

1 du 

_ ±1  rf»  + si 

i 0 < sec"'  u < »r/2 

<2* 

|u|  ** 

u\/u2  - 1 s 

i r/2  < sec-lu 

13.  25 

d _j 

- 1 <*« 

— Tt  du  p s * 

0 < cac-i « < r/2  1 

dx  CSC  “ 

|m|v^I<2* 

u/u2-l  * [+  si 

— r/2  < C#C-iu  < 0 1 

sech2. 


f 3.  36 


DERIVADAS 
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■-  Si  sech-1  tt  > 0,  0 < tt  < 11 
_+  si  sech-1  u<0,  0<u<li 


13.43 

segunda,  tercera  y las  derivadf 

Segundaderivada  = 

is  de  orden  superior  se 

( dy\  _ _ 

\dx)  ~ dx*  ~ 

definen  asi. 

/"(*)  = y” 

13.44 

Tercera  derivada  = £ 

(<Py\  _ <Py  _ 
\dz*/  ~ dx*  ~ 

f'"(x)  = y" 

13.45 

n-esimaderivada  zz 

/ d*~iy\  _ d«y 

- /<-»(*)  = 

d* 

\dz"  '/  dx~ 

<£*’,,  nP  dpu  , 

- — tal  que  DVU  = j-i-  lap-es 


in  los  coeficientes  binomiales  [pagina  3], 


Las  reglj 

is  para  obtener  diferenciales  son 

exactamente  analogas  a las  de  derivation. 

Como  ejemplos 

se  obser 

que 

13.52 

d(u±  v ± 

w ± ■ ■ ■ > ~du  ± dv  ± dw  ± 

13.53 

d{uv)  = 

udv  + vdu 

13. 54 

d(*\  = 

vdu  — udv 

w 

V* 

13.55 

d(tt»)  = 

mn~tdu 

13. 56 

d(senu) 

= cosudu 

13. 57 

d(cosu)  = 

— sen  u d u 

V = lim  /(as  + Aae,  y)  — /(«,») 


Analogamente  la  derivada  parcial  de  f{x,  y)  con  respecto  ay,m 


iL  Hm  f!sdt±M  -/(«,») 

= a*-*0  Ay 


is  derivadas  parciales  de  orden  superior  st 


JV  - ±(*L)  9*/  _8  [§f\ 

9x 2 Sx  ydx y ’ dy2  dy  J 

9*/  = _2*£_  _ i_,9/ 

_ 9*  dy  Sx  \SyJ  ’ dydx  3y\fe 


La  diferencial  de  ^(x,  y)  se  define  como 

13.62  df  = gd*  + 

donde  dx  ~ Ax  y dy  = Ay. 

De  manera  exactamente  analoga  se  define  la  diferencial  de  Is 


ie  dos  variables. 


Vease  la  definition  de  integral  definida  en  la  pagina  94.  El  procedimiento  seguido  para  hallar  la  integral  se  llama 
imegracion. 


A continuation  u,  v,  w so"  funciones  de  x;  a,  b,  p,  q.  n,  son  constantes,  con  las  restricciones  que  en  caso  dado  se 
indiquen;  e = 2,71828  es  la  base  natural  de  los  logaritmos;  In  u es  el  logaritmo  natural  de  u suponiendo  que 
u>0[en  general,  para  poder  aplicar  las  formulas  en  los  casos  en  que  u < 0,  remplacese  In  u por  In  |u|];todos  los 
angulos  estan  expresados  en  radianes.  Se  han  omitido  todas  las  constantes  de  integration  por  estar  subentendidas. 

14.1  = ax 

14.2  J af(x)  dx  = aJ/Mdx 

14.3  J (u±v±w±  ■■■)dx  - J~  udx  ± J"  v dx  ± J*  w dx  ± 

14.4  J udv  = UV  J v du  [Integration  por  partes] 

Vease  lo  referente  a la  integration  generalizada  por  partes  en  14.48 

14.5  j f(ax)  dx  =IJ/(tt)<iu 

14.6  J F{f(x))dx-  j F(u)fudu  - Jfgc in 

14.7  j u»du  = nf-1  [Paran  = -1,  vease  14  8) 

14.8  J ^ ~ lnu  s I u > 0 o In {— u)  si  u < 0 

= In  H 

14.9  fe*  du  - eu 

14.10  J a"4 du  = du  = = a > 0,  a ■ ¥■  1 
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INTEGRALES  INDEFINIDAS 


1 4 . 1 5 J sec  u du  = In  (sec  « + tan  u)  = In  tan 

14.16  J"  csctt  du  = In  (csctt  — cotu)  = In  tan ^ 

14.17  Jg  ec2udu  = tanu 

14.  18  J csc2u  d u = -cotu 

14.  19  J tan2 u du  = tanu  h u 

14.20  ^ cot2  udu  = — cot  u — u 

14.21  J'senSudu  = - “ -ie"42“-  sen  u C08  u) 

14.22  ^ cos2 udu  = | + S£^  = £(tt  + sen  U COS  «) 

14.23  J"  secutanudu  = sect! 

14.24  ^ csctt  cot  udu  = -cscu 

14.25  senhu  du  = coshu 
T4.26  J eosh  U du  = senhu 

14.27  J"  tanhu  du  — In  cosh  u 

14.28  J cothudu  = In  senhu 

14.29  J sech  U du  = sen-1  (tanh  u)  o 2 tan-1  e“ 

14.30  J csch udu  = In  tanh ^ o — coth_1e“ 

14.31  J sech2  u du  = tanhu 

14.32  csch2  Udu  = -cothu 


14.24  | esc  tt  cot  u du  = 


INTEGRALES 


INDEFINIDAS 
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14.34 

14.35 

14.36 

14.37 

14.38 

14.39 

14.40 

14.4 


14.44 

14.45 

14.46 

14.47 

14.48 


g coth2 U du  = u - cothu 

g senh2tt  du  = - sen-4h2"-  “ = ^(senhw  cosh  u - u) 

COSh2  U du  z:  ggnh  2 u + — — ^(senhu  cosh  u + u ) 

J"  sech  u tanh  u du  — - sech  U 
csch  M coth  M du  = — csch  u 


g = /(n~l)0  /(n_2)p'  + fln~ng"  - ■ ■ • (-1)”  J fgM  dx 

Esta  ultima  es  llamada  formula  generalizada  de  integration  por  partes. 


Ocurre  en  la  practica  que  es  posible  simplificar  una  integral  mediante  e 
cion  apropiada  junto  con  la  formula  14.6,  pagina  57.  En  la  lista  siguiente 
sultados. 

14.49  g F(ax+  b)  dx  = ^ g F(u)  du  donde 

14.50  g F(y/ax  + b)dx  = ~ g U F(u)  du  donde 

14.51  g F(y/ax  + b)dx  = ^ un~*  F(u)dii  donde 

14.52  ^ F(V a2  — x2)  dx  = a ^ F(a  COS  «)  COS  U du  donde 

14.53  ^ F(V *2  + o2 ) dx  = a ^ F(a  sec  u)  sec2  u du  donde 


empleo  de  una  transformacion 
e dan  algunas  transformaciones 


u = ax+b 
U ~ VoF+fc 
u = \fax+~b 
x = o sen  u 
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INTEGRALES  INDEFINIDAS 


14.54  J"  F(V x2  - a 2 ) dx  = 0 J"  F(a  tan  u ) sec  W tan  U du 

14.55  | ?(«“)  dx  = 

14.56  J f(ln  x)  dx  = J F(u)  eudu 

14.57  J F ^sen_I^)  dx  = aj1  F(u)  cosu  du 


donde  X = a S6C  W 


donde  M = ea* 


donde  ft  = In  % 


Resultados  similares  se  aplican  para  otras  funciones  trigonometricas  reciprocas 


En  las  paginas  60  3 93  se  encuentra  una  tabla  de  integrales  clasificada  por  lipos  notables.  Las 
hechas  en  la  pagina  57  son  igualmente  aplicablcs  en  este  caso.  En  todos  los  casos  se  supone  excluida 
por  cero. 


Jdx  1 

ax  +~ b ~ a ln  (ox  + 6) 

C Vs  dx  _ (ax+6)3  36(ax  + 6)2  + 362(ax  + 5)  63  r , 

J axTJ  3a 4 ' — W ? -Jn(ax  + b) 

f x(ax  + b)  = bln(^TTb) 

C dx  _ J_  a , (ax  + b\ 

J x2(ax  + b)  ~ bx  + b 2 ln  ~ J 

Jdx  _ 2 axe  — b a2 . / x \ 

x3(ax  + 6)  - 262x2  + P ln  ( ax  + 6 J 

f dx  = -1 

J ((M^+  6)2  a(a.x  + 6) 

, , f xdx  _ b , 1 , 

6 7 J (iTTfcF  " a2(az"+  6)  + In  (M  . b) 

C x2dx  - ax  + b b‘  26  . , 

J (az  + 6)2  “ —3  ?(i+l  ' a3  In  (a*+  b) 

f 3=3  dx  ..  - (0*  6)a  _ 36(qz  + b)  b3  . 362  , . , 

J (ax  + 6)2  ~ SST*-  W + aMax  + 6)  + ^ (<W  + 6) 

14,70  X x(ax  + 6)2  = 6(ax  + 6)  + fc2  ln  (a*  + 6 ) 

14  11  f rfz  _ —a  _ 1 2a  , ( ax  + t\ 

J z2(az  + 6)2  62(ax  + 6)  62z  + 63  in  \ * / 


INTEGRATES  INDEFINIDAS 


U.n  f dx  . . - (ax+6)?  + Sa3;**  + « 3a*  , fax  + b\ 

J * + 6)2  = 2b''*2  Fx  V{axTb)  M * J 

14  7 f dx  _ - l 

J (ox  + 6)®  _ 2(ax  + 6)2 

14  74  f xix  6 

J (ox  + 6.)3  aHax  + b)  2a2(ax  + 6)2 

14-75  = ^+M-2a3(ax2+6)2  + 

14.76  f-*3**  -*  - 362  , 63  36  . ... 

J (asc  + 6)3  - a3  a4 (ax  + fe)  + 2a4 (ax  + 6)2  “ a4  ln  (oa:  b> 

14  77  f _ a2x2 2ax  1 , ( ax  + d\ 

J x(ax  + 6)3  263(ax  + 6>2  63(ax  + 6)  63  " * ) 

14.78  f dx  ’’  * ' lN 

J x*(ax  + 6)3  = 262(ax  + 6)2 


14.79  f da  ... 

J x3(ax  + ft)3  = 


a4*2 4a3x  _ (ax  + 6)3  _ 6 a*  . / 

265(ax  + 6)2  &5(ax  + 6)  265x2  * * ln  1 


14-80  X^+^dx  = ^n++b^a  Si  n = -1,  vease  14 

14.81  C X<, IX  + 6i«rfr  - (ox  + b)»+2  _ 6(ax  + 6)»  + l 
J (n  + 2)0.2  („  + 1)o2 


(ax  + 6)2  _ 6a*  / ax+_b\ 

265x2  63  x y 


Si  n = —1,  —2,  vease  14.62,  14.6' 


14.82  C x*(o*  + 6)»dx  = (oa;  ++6)n'l'!‘  _ 26(qz  + 6)"+2  + 6 2(qx  + 6)»+  1 
>J  (m  3)a3  (n  + 2)a3  (n  + l)a8 

Si  n = -1,  -2,  -3,  vease  14.61,  14.66,  14.75. 


Bt  + B + l 

xm(ax  + 6)»  + 1 

mb  C 

(m  + n + l)a 

<w  + " - l)a  J 

— xm+,(ax  + 6)n  + 1 

+ m + n + 2 

(n  4 Db 

(«  + 1)6  , 

14.88 


[Vease  14.87) 
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INTEGRALES  INDEFINIDAS 


r , 2y  (ax  + 6)3 

J V^Tbdx  = — 37 — 

jx^T-bdx  , 6)3 


f^±L*  = 2V^T6  + 6 f , dz  ■ [Vease  14.873 

^ x J xV^+b 

r %/ax  + b^  dx  = _ ^ax  t.b.  + 1 C dx  [Vease  14.871 

J x * 2 j zVmHH 

Jxm  2xm\/ax  + 6 2mb  f xm“>  , 

= (2m  + l)a  " (2m  + l)a  J v^+6  d* 

f dx  y/ax  + b (2m  3)g  f dx 

J x-»v^T6  = (m  — l)6xm_1  (2m  — 2)6  V^+l 

J WS+*  * ■ 

r Vox  + 6 _ y/ax  + b a f dx 

J xm  X (m  ~ l)xm_1  + 2(m  — 1)  J jjm - i-^ax  + 6 

f Vax  + 6 -,(ax  + (2m  -t5)a  f ^ + 6 , 

J xm  " “Z  " (m- l)6xai-i  (2m  — 2)6  J *m_1 

j —**>“*  ■ 

f 2(ax  + fe)Cm+6>/2  46(a*  + 6)<-»+««#  262<ax  + 

J * (oX  + 6)  d* a3(m  + 6) a3(m  + 4)  a^n 

J(ax+  b)m/2j^  _ 2(ax  + 6)”/a+  J (££  ± f rfr 

f dx  2 I f 

J *(a*  + b)™'2  = (m  - 2)6(o*  + 6)<">-2>'2  + b J x(ax  + f>)(m"2)/2 


/ (ax  + 6)(px  + 9)  “ bp  - aq  ln 

r * dx’""*  1 [6 

(ox  + 6)(px  + q)  = 6p  — aq  |a 

f d*  _J_J. 

J (ax  + 6)2(px  + 9)  = 6p  - 09 


ln  (a*  + 6)  - ® ln  (p*  + 9)  l 


xd*  1 f 9 /ax  + 6\  _ 6 ) 

J * + 6)2(p*  + g)  = bp  — aq  [6p  - aq  ln  \px  + qj  a(a*  + 6)J 


1 f *2  ^ 

J (a*  + 6)2(px  + q 


— ln  (px  + 9)  + b(i>p~22a?)  1"  (a*  + » [ 


INTEGRALES  INDEFINIDAS 


f dx  _ 1 - 

J **  + a2  ' a4"1  a 

fjra  --  I ln(x2  + °2> 


~ 2a2  ln  (jfTv) 

C dx  1 1 

J **(**  + □»)  ' o?*  “ a2*"1  a 

f dx  1 1_  f x2  \ 

J z*(x2  + a?)  ~ 2a2x2  2a*m[x2+a2J 

f **  = x + J-  tan-1  — 

J (**  + «?)»  2e*(**  + a2)  2o*  a 


J (x2  + a2)*  ‘ 2(x*  + a2)  2a  a 

J] ;S  (f aj  a 1 

(*2  + a2)2  = 2(**°  + o2)  + 2 ln  ixt  + °2) 

r dx  = i , _i_ , / x2  \ 

J *(x2  + a?)2  2 a?(x2  + cP)  2a*  \x2  + a2J 


xH.^  a2)2  = 2a4*2  “ 2a4(x2  + a2)  ' 

f (fee  * 

J (*2  + a2)*  2(n  - l)a2(x2  + a2)n-i  + (2n-2)a2J 

f_*dx_  -i 

J <x2  + a2)"  2?n~— ~l)(x2  + a2)--> 


' «ar2&  o r 

(x2  I o2)"-^  “ J (x2!  a2)n 


INTEGRALES  INDEFINIDAS 


14i16/.t^t  = &*{rH)  • 

1 4 • 1 6 X = ” |#n  (o2-*2) 

«■'•'  X^  = - + f-(f^) 

14-166  = "f  " f ln<°2-*2) 

1 4 ' 1 6/' *<*-**)  = 2^'n  (sT^?) 

“■,6“  - -K+s‘-(Jif) 

14.169  J “ ” 2o2**  + 2u*  ln  fo!  - *2) 


“ x2)2  2 a2(a2  — x2)  4o3 


1 *3(a2-*2)2  2a4x2  2 a4(a2-*2) 


L172  X <•>’-%■  ” **-.*>  "s'*  (1=7) 

■174  X *<a*~*2t2  = 2u-!a!  - *2|  + 2^  ,n  (a2  - x“) 

L176  f ^2 = -1  + 1 + 1 In  ( x*  \ 

J xHa*  - *2)2  2a4*2  2a4(a2  - *2)  T a«  \a2  - *2^ 

4 i 7 £ dx  - x , 2n  - 3 C dx 

J (a2  — x2)n  2(«-l)o2(o2-*2)n-i  (2n  — 2)a2  J (a2-*2)n-i 

4 . 1 7 r x dx  - ‘ 

J («^-  z2)"  2(n-l)(o2_  *2)11-1 

.179  r — - i , _l  r dx 

J *(a2_*2)n  ~ 2(n  "l)o2(a2  — *2)n-i  + a2  J *(a2  -^n-i 

.180  f f C jcm~2dx  r x™~Hx 

J (a2-*2)B  J (o2  - *2)n  J (a2  X2)n-1 

r = j-  r <**  j.  j_  r <** 

J *m(a2  _ *2)n  a2j  xm(a2_x2)n-l  + a2  J *m  - 2(a2  _ xi)n 


1.181 
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14. 182 

14. 183 

14.  184 

14.18 

14. 186 

14. 187 

14. 188 

14.18 

14.  190 

14.191 

14.192 

14.  193 

14. 194 

14.  195 

14.196 

14.197 

14.198 

14.  199 

14.200 

14.201 

14.202 


r xdx  _ 

J y/x2  + ®2 

5 c-iii  = 

O V*2  + a2 

S xy/x2  + a2 


In  (x  + V*2  + °2 ) 0 senh-1  — 

»Vs2  + a2  _^In(g  + Vx2  + 02) 


J *2V^  + 


9 V*2  + “2  : 

xV*2  + a2  4* 

J *2V*2  + “2d* 

J*  xV *2  + a2  d* 

S ^ 2' 

r At  _ 

J (a*  + o2)3/2 
* da 


V*2  + a2 

a2x  ^ 

V x2  + a2  i , ( a + y/x2  + a2^ 

2^~  + 2a3  ln  V * / 

aV»^+  a + 2?  ln  ^ + ^x2  + a2 ) 

(a2  t a2)3/2 

‘V  ~ 

_ a(a2  + o2)3/2_  + °2  _ ^ in  (r  + Va2  + a2 ) 

4 “ 8 8 

_ lx2  + a2)5/2  a2(a2  + o2l^2 

"5  3 

^___  ^a+  y/x2  + o2^ 

_ _ y/x  +a  + ln  + tJx2  + 02 ) 

. V*2  + “2  J_  /a  + ^ + a2^ 

2a2  " 2a  \ * / 


(a2  + a2)3/2  = 

x2dx 

(x2  + a2)312  = 

" x3dx 
(x2  + a2)312  = 

dx  _ 
x(  x*  + a2)3'2  " 

r d* 

J x2(x2  + a2)212  -- 


a 2yjx2  + a2 
-1 

V*2  + o2 

+ ln  (x  + V*2  + o* ) 


/xa  + o2  + 


fx2 To2 


_^=_Jl  /1±V3+»\ 

2Vx2  + a2  a V x / 


a4y/x2  + a2 


*»(**  + a*)*'1  = 2 a2x2y/^+^~ 


3 (a  + yf^+^\ 

=2  + ™'n\ — i — V 


INTEGRALES  INDEFINIDAS 


14.203 

14.204 

14.  205 
14.206 

14.  207 

14.  200 

14.  209 

14.  210 

14.  211 

14.  212 

14.  213 

14.  214 

14.  215 

14.216 

14.  217 

14.219 

14.  220 

14.221 

14.222 

14.223 


J’  (z2  + a??' 2 dx  -.  X ^ + °2>3/2  + Za‘X^*2  +—  + |04  i„(x  + Vx2  + a2 
j^fa^dx  = (**Y2)5/2 


J x2(x2  + a2)372  dx 
J l3(22  + o2)372da; 


J (a2  + p2)3/2  ^ _ (a;2  + g2)3/2 


+ Vx2  + g?'\ 

In  (x*  V&Tq?) 


/a  + V*2  + ®2\ 

lnV — * ) 


IKTWWALES  DUE  CONT11NEN 


INTEGRALES  INDEFINIDAS 


En  las  formulas  siguientes  si  62  = 4 OC,  ^ OX1  + bx  + c = \/o  {x  + 6/2o)  y ent0nces  pueden  emplearse  las  fo 
mulas  de  las  paginas  60-61,  Si  b = 0 utilicense  las  formulas  de  las  paginas  67-70.  Si  a=0  oc=0  utilicense  k 
formulas  de  las  paginas  61.62. 

_L  In  ,(2\/o  Vox*  + bx+  c -h  2aX'  + 

u 7in  C to - J VS 


1 /2o*  + i \ 1 , . / 2i 

1 v^sen  is;  0 v» senh  (y; 

ax 2 + bx  + C _ b_  f da 

a 2aJ  Vox2  + bx  + e 

lax  - 36  / — — — ; , 362  - 4ac  f <f* 

___v/ax2+6af  + c+___J  __ 

f_J_ln  ^2y/7 Vax2  + 6*  + C + bx  + 2c^ 


r * 

J x2V ax1  + 6x  -f 

Vo*2  + 6*  + c 


- 62  f dx 

1 J Vo*2  + bx  + c 


J *V®*2  + 6*  + «dz  = (o*2  + 6*  + c)2^  J + 


14.2  87  J zWaxt+bx  + cdx  = (°*2  + ft*  + c)2'2  + J Vo*2  + 6s  + c dx 

14.2  88  rVa*2  + >»  + I(fa  _ x/qgi  + tg  + e + j f- g*  + ef  — = - 

J * 2 J ax2  + + c ojV  <ms*  6fl!  + c 

14.289  fV«*  + ta  + «<fa  = _yo*2+  fc»+c+  fl  f dx  _ + jf_  <fe 

J * X J ax^T~bxT~c'  ax2  + bx  + c 

14.290  f . p- = 2(2ax  + ft) 

J (a*2  + bx  + c)2'2  (4ac  — 62)  \Ao*2  + 6x  + c 

14.291  f **r  = 2(6*  + 2c)  

J (a*  + 6*  + c)  (fc2  _ 4ac)  yrax2  + bx+  c 

14.292  f — 4^^—  = (262  - 4ac)s  + 26c  + l f_  dx 

J (ax2  + bx  + c)3/2  adac-b^y/^  + bx  + c “ J /a*2  + 6x  + c 

14-293  f *(0*2+t  + c)2'2  = ^ 1 t,  + = + e J ^ / l”1-^ 


(62  - 4ac)  yax2  + 6*  + c 

(262  - 4ac)s  + 26c  1 

o(4ac  - 62)  Vo*2  + 6*  + c + “ J Vax2  + 6x  + c 

cVo*2+6*  + C + * / ^ ^ (o*-+-|-+-c)2/- 


«p  r d* 

J (a*2  + 6*  + c)2'2 


J (a*2 + 6* + 4)** i«  d*  = (2ax  + 6)(as2  + bx  + c)"  + »'2 


INTEGRALES 


INDEFINIDAS 


14.2  96  s x(ax2  + 6x  + c)n+1/2  dx  = ^ t (**  j *f+*n  - ± ; (ax2  + bx  + e)»+l/2  dx 

14.2  97  C 2(2as  + &) 

3 (ax2  + bx  + c)n  + 1/2  = (2  n — l)(4ac  — b2)(ax2  + bx  + c)”-l/2 

8a(n  — 1) dx 

+ (2n  — l)(4ac  — 62)  s (ax2+bx+  c)n_1/2 


s x(ax2  + bx  + c)"+ 1/2  = (2B  - l)c(ax2  + bx  + c)"-"2 

. 1 dx b dx 

cs  x(ax2  + bx  +c)n_1/2  2c  s (ax2  + bx  +c)n  + l/2 


14.  311 

r dx 

Ox*  + a* 

= jj  In 

4a3  V2  V 

,2+axV2  +a2' 

x2  ax\/2  + a2, 

) - — J—  tan 
/ 2a3V2 

ax/2 

x2"  a2 

14.312 

r xdx 

3 x*  + a4 

= 2a2  tan  a 

14.313 

S^v 

2 - ax\/2  + a2\ 
2 + ax\fi  + a2/ 

2a\/2 

14.  314 

f x3rfx 

J x4  + a4 

= j In  (x4  + a' 

*) 

INTEGRALES  INDEFINIDAS 


1 ^ _cn  (2fc  ~ l)Pw  tan-  1 (X  * 0 cos  t(2fe  ~ 

a2m"‘’  k=l SCn  2m  \ CL  sen  [( 


donde  0 < p % 2m 

14,3  3 6 g -gP~-’ dx  - 
S x2m  — a2m 


~ 2ma2m  * k?iCI 

1 ^U1  COS  — 

2ma2m  ~ ” fLl  m 


IS  <2fc  - Dpi  m 


In  ( x2  — 2ax  C( 


,n  Jcpr . ( X - a COS  (kir/m)\ 

'■  a sen  (kir/m)  ) 


J, 

+ 2^^^ln  (X~a)+  (_1)P  ln(*+°» 


2(-\)v-'-  !£,  2 fepir  /*  + a COS  [2W(2m  + 1)]^ 

= f2m  + l)a2'»--  + ikf1  2m+ltan  a sen  [2feir/(2m  + 1)]  ^ 


|P-1  " 2kpTT  I , , „ 2fe7T  ,\ 

a4m-p+lk-,  cos  2m  + l/n  + 2ax  cos  2m  + 1 + ° ) 


(~l)p~: 

(2m  + l)a2' 

+ (-1)p-»  In  (x 


donde  0 < p ^ 2m  + 1. 

£p_1 cfo 

S a;5m  + l_  02m  + l 

- 2 „„„  2kpw 

~ (2m  + l)a2m_P  + 1 k = ! S6n  2m  + 1 


x - a cos  [2feir/(2m  + 1)]\ 


a sen  [2/cir/(2m  + 1)1  / 

+ (2m  + dU-P^J,  C032?TTln(x2  ” 2“X  C0S2^T1  + ft2) 


dondeO  < p g 2m+  1. 


2(22"  1 l)B„(ax)2" 

(2nTT)] 


INTEGRALES  INDEFINIDAS 


14.340  f x sen*  ax  dx  = 2ax  _ £0S2 ax 

J 4 4a  8a2 

14.349  J'  sen3  ax  d x = -cn^',T  + S?-?3.”* 

14.350  fsert*axdx  = — — *pn2l7T  i “Mas 

J » 4a  T 32a 

14.351  j se*?ax  = — ^ cot  ax 

•f^a*  " “ 2a sen2 ax  + 2ilnta"T 

J - -n  im, 

/i-~~  ■ i““(?+f) 

Jr^=7=  ;“»(?+?)  + >-(f-¥) 
f <*»  _ -1 

J 1 + sen  ax  2/ 

J 1 +*stax  = ~f  U"  (l~  f ) + lnSe"  (l  + f) 
li=F  = i-(f  + f)  + ite"3(i  + f) 

f = _±ten/£_££\_ 

J (1  + sen  a*)2  2a  ^4  2 / 6a 


14.352 

14.353 

14.354 

14.355 

14.356 

14.357 

14.358 

14.359 


r tan3  ( -r  — -g- ) 


14.360  f - 

J p + q 


2 ten_j  p_ton^»+j 
tx/n2  - a*  Vp2  - 92 


1 ]n  /p  tan^ax  + g - vV-p2  \ 
l°V?2-P2  \p  tan  %ax  + q + Vg2  - P2/ 

Si  p = ±9  veanse  14.354  y 14.356. 

14.361  f tfo  9 COS  ax , P f dx_ 

J (p  + q sen  ax)2  = a(p2  ~ g2)(p  + q sen  0*)  + P2  ~ g2  J p+gse 
Si  P - ±9  veanse  14.358  y 14.359. 

14.362  f== %L— = 1 Vp2  + g2tanax 

J P2  + g2  sen2  ax  aWo2  + a2  P 

14'363  JV-gWaa 


1 / yg2  — p2  tan  ax  I-  p\ 

Zapy/q1  — p2  \Vg2  — p2  tan  a*  — p/ 

14.364  J"  xm  sen  ax  dx  = - g-cosaa  ! 03  - J rm_2  ,ff|| 

14.365  J ^dx  = -(_^«=r  + _4_  J £5«E  dx  [vease  14.3951 

14.366  f sen"  ax  dx  = - sen*"1  ax  COS  OX  + 1 f sen„-2  axdx 

J an  n J 

14.367  C dx  _ - COS  ax  . w - 2 C dx 

J sen*  ax  a(n  - 1)  sen"-1  ax  n - 1 J sen""2  ax 

14.368  f — x = -X  COS  ax 1 , n - Z.  C 

J sen*ax  a(n-l)  sen*-*  ax  a2(n-l)(n-2)  sen"-2 ax  T n - 1 J st 


INTEGRALES  INDEFINIDAS 
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14.408 

14.409 

14.410 

14.411 

14.412 

14.413 

14.414 

14.415 

14.416 

14.417 

14.418 

14.  419 

14.  420 


14.421 

14.422 

14.  423 

14.  424 

14.425 


= + llnt&n(f  + l) 

J*  COS  ox(  1 ± sen  ax)  ~ + 2o(l  ± sen  ax)  + 2a ln  ten  ( 2 +l) 
y-  ln  tan  - 


J sen  ax(l  ± cos  ox)  = 2o(l  ± COS  ox)  2a 

C dx _ 1 Jn ten  (ax±z\ 

J sen  ax  ± COS  OX  o\/2  V 2 8/ 

f — dx = § + ln  (senax  ± cosax) 

J sen  o*  ± COS ""  * 9" 

J 


2 2a 

= ± — + ln  (senax  ± cosax) 


ax  ± COS  ax  2 2a 


Jsen  ax  dx  _ 1 , , , 

p + q cos  ax  = - ^ In  <P  + «l  «»  «*) 

f C°S  aX  — — = — ln  (p  + q sen  ax) 

J p + gsenox  aq  * H 

Jsen  ax  dx 

(P 


’ (p  + q COS  ax)"  = aq(n  - l)(p 

JCOS  ax  dx  _ 

(p  + q sen  ax)"  aq(n  — l)(p 


f dx 

J p sen  ax  + 

f 


. 1 In  tan  ( ™ + W ) 

av^T?  \ 2 / 


2 tBn-,  /P  + (r  — O)  tan  (ax/2)^ 
2-p2-g2  \ Vr2  *'P2-92 


ay/fZ-pP-q* 

p sen  OX  + <7  COS  OX  + f | 1 /p  „ yV  + q2  - r2  + {r  ■-  q)  tan  (ax/2)\ 

aVp2  + g2  - r2  " \p  + Vp2  + g2  ~ r*  + (r-  q)  tan  (ax/2)/ 

Si  r = q vease  14.421.  Si  r2  = p2  • k q2  vease  14.422. 

f — y - — ln  (q  + p tan  ^ 

J p sen  ax  + q(l  + COS  ax)  op  2/ 

dx _ -1  aX  + t8n~1  fqlp'1') 

p sen  ax  + q cos  ax  ± Vp2  + 92  a\/p2  + <32  ^ / 

dx _ 1 ^an_1  / p tan  ax\ 

P2  sen2  ax  + ?2  cos2  ax  apo  \ q J 

C dx t_  in  / p tan  ax  - <A 

J p2  sen2  ax  - ?2  cos2  OX  = 2apg  \ptanax  + qj 

sen”1-1  ax  cos"  + 1 ax  , rn  - A C ggnm_ 

a (m  + «)  m + fl  J 


J 


x cos’*  ax  dx 
cos"-2  ox  <** 


INTEGRATES  INDEFINIDi 


14.439 


ax  dx 


INTEGRALES  INDEFINIDAS 


14.440 

14.441 

14.442 

14.443 


dx  = i In  sen  ax 

dx  = -C°£“2L  _ x 
cot2  ax  _ 1 | 


esc2  oar  d x ^ 


Scotn 

S esc2  oar 
cot  oar 

Sdx 

cot  ax 


x cot  ax  dx  = ~i-{ax 


_ (ax)3  _ (oar)5  _ 


ar  _ 1 oar  (oar)3  22nB„(aar)2"~1  _ 

®*  - oar  3 135  ' (2»-l)(2n)!  ” 


14.448 

14.449 


^ ar  cot2  ax  dx  = x.cotaar  + J_  jn  se 

Sdx 
p + q cot  oar 

^ cot"  ax  dx  = » ^ cot"-2  oar  das 


14.451  ^ sec  ax  dx  = iln(secoar+  tanax)  = ^lntan^^+^ 

14.452  ^ sec2  oar  dx  = Uiiiiiri- 

14.453  ^ sec3  ax  dx  = S6C  tan  ax  + — In  (sec  ax  + tan  ax) 

14.454  Q secn  ax  tan  o®  dx  = 22£l22. 

-J  na 

14.45^ 

Zj  sec  ax  a 

14.456  $ xaecoard*  = 

14.457  ^ = In  a:  + 

14.458  xsec2oxdar  = ^ tan  ox  + -Jrln 


J (ax)2  (ax)*  5 (ax)3 


5(ax)*  61(ox)«  En(ax)3* 

96  ~ 4320  2n(2n)  ‘ 1 


El  - 

■ 


.462  J"  esc2 ax  dx  = -co^aa: 

.463  r esc3 a*  dx  = - C3C  ax  cot  M + J-  ]n  ten  ^ 

J 2a  2a  2 

. 464  f esc-  a*  cot  ax  dx  = -csc"aa: 

J na 

.465  = - “*ax 

J esc  ax  a 

*-} 

■«*  + 

■ 468  J"  X CSC2 ax  dx  = s cot  ax  + _L  jn  sen  ax 

.469  f = E-E  f dx [Vease  1 

J q + p CSC  ax  ? 9 J P + qsenax 


14,  47  4 f sen-'  (x/fl)  . * (s/a)3  , 1 • 3(x/g)5  1 • 3 • S(x/g)7  + . . . 

J X a T 2-3*3  + 2-4-5-5  + 2-4-6-7-7 


84 


INTEGRALES  ijJDEFINIDAS 


86 


INTEGRALES  INDEFINIDAS 


L _ __ ZZ _ 

14.525 

/-*■ 

=xl„z  ■ 

“ * 

1 4 . 5 J 

>6  J'  x In  s 

tdz  = y(ln 

*-*) 

14.527 

C Xm  + 

J *mln  xdx  = 

tO"* 

n) 

[Si  m=  -1  vease  14.528.] 

14.528 

= | ln2x 

14.529 

/’■if- 

_ In  a 

1 

14.530 

J"  In2 z dx 

= x In5  z 

-22  In  X + 22 

14.531 

J In”  x dx 

n + 1 

[Si  n- 

-1  vease 

14.532.] 

14.532 

/£*- 

In  ( 1 n x ) 

14.533 

- 

In  (In  x)  + 

3-3! 

14.5: 

J.f  : 

J Inx 

= In  (In  x)  + 

(m  + 1)  In  x + 

(m  + 
2 

1)*  In2  x + (m  + l)3  In3  x , ... 

•2!  3*3! 

14.535 

Inn*dx 

- * ln"* 

- , J In— 

X dx 

14.53 

6 j"x*  lnB  x 

dx  = fill- 

f 1 In"  x M 

It  + 1 

-Jx-  ta-lzdz 

si  m = -1  v, 

ease  14.531. 

14.537 

/'"«*■* 

a2)  dx  = x 

: In  (x2  + o2)  — : 

2 x + 

2a  tan"1  - 
a 

14.538 

/"“■’- 

a?)dx  = i 

tin  (*2-«2)- 

2z  + 

*(fZ 

14.539 

J xm  In  (x: 

» ± a2)  dx  = 

a-m+1  in  (x2  - 

m+  1 

t°2)  - 

2 . f *">+2  . 

m + lJ 

* ■ - ••  : i : .1 

14.540  J senh  ax  dx  = c.°.s^  ?x 

14.541  f x senh  ax  dx  = x cogh  ax  sen>?,az 

J a a2 

J ^ senh  ax  dx  = (j  + ^jcoshax  - ^senha* 


14.542 
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14.543 

14.544 

14.545 

14.546 

14.547 

14. 548 

14.549 


J 

J 

f 

S 

s 

f 


sen  h ax  dx  _ (ax)2  ^ 

* 3-3!  5*5! 

senh  ax  da.  _ _ senk  ax  + 0 J'  C°S^  da 

dx  _ 1 ln  ljnh  ax 

senh  a.x  ~ a 2 

X dx  _ _ J _ (ax)3  + 7(ax)5  _ _ _ 


senh2  ax  dx  = senh  COsh  OS  _ £ 

X senh2  ax  dx  = x senh  2ax  - c0§h  2flX  *2 
4a  802  4 


[Vease  14.565] 


2( — l)n(22n  — l)B„(ax)2n  + 1 

(2n  + 1)1  + 


coth  ax 


14.550 

14.551 

14.552 

14.553 

14.554 

14.555 

14.556 

14.557 

14.558 

14.559 

14. 560 

14. 561 


f senh  OX  senh  px  dx  = senh  ( a + P)x  _ senh  (a-p)x 
J 2 (a  + p)  2(a  — p) 

Para  a = ±p  vease  14.547. 

f senh  ax  sen  px  dx  = d eosh  gx  sen  px  - p senh  gx  COS  px 
^ g2  + p2 

Jsenh  ax  COS  PX  dx  = a C°sh  aX  C03  ++P  ^nh  ax  sen  px 

f dx  I , „ / geaI  + p - Vp2  + gs\ 

J p + q senh  ax  = + P + V?  + W 

dx  —q  cosh  ax  , p f dx 

(p  +q  senh  ax)2  = a(p2T^5)(pTq-seniraxr  + P2  + 94  J P +4  senh  g; 

, , . . tan^tEZ  tanh  0 


apV g2  - P2 

1 j /p  + Vp2  - g2  tanh  ax\ 
2apV p2  - g2  Vp  - Vp3  - g2  tanh  ax/ 

/ p + Vp2  + g2  tanh  gx\ 


r dx  _ 

J P2  - g2  senh2  ax  2ap\/ p2  + q2  \p  — 'Jp2+  g2  tanh  a 

J xm  senh  ax  dx  = cosh  at  _ ^ J’  x”>-l  C0sh  OX  dx  [Vease  14.5851 

f senh"  ax  dx  = senhn~‘  ax  cosh  gx  . n~l  senh„_2  & 

J an  n s 

fsen^a*  -senh  gx  __a_  f coshax  [Vease  14.5871 

J X"  = (tl-l)x"-‘  T n - ij  X"-‘ 

n - 2 r dx 

n - 1 J senh""2  aX 

a2(n  — l)(n  - 2)  senh"-2  ax  n - 1 X se 


562 


J’zcoshazdz  = .JL”Sitfg_  £2^ 
l |*2coshax  dx  = _2^_™shox+  ^ + ^ 

f cosho*  , _ (a»)«  (ax)4  (ax)«  ^ 

J * “*  2-2!  + 4-4!  + 6-6! 

J corta*  dj.  _ cosh  ax  + q J senh  ax  ^ 

6 7 f „n„1fnr  = —tan-1  e“ 

J cosh  OS  o 

S_x*l_  1 /(ax)*  (ox)4  5(as)8  , 

cosh  ax  a?\  2 8 144  + 

J"  cosh2  ax  d x = |+  senh  as  cosh  ax 

Q x cosh2 ax  dx  = % + 

J 4 4a  8a2 

f _ dx  tanh  ax 

J cosh2  ax  a 

J cosh  ax  sen  px  dx  = fl  *°h  ax  sen  px  - y osh  ax 

f cosh  ox  cos  P*  <**  = a senh  ax  COS  px  +p  cosh  ax 

J a 1 +pl 

f cosh  ax  + l = a tenhT 

J cosh  ax  — 1 a C0^1  2 

JcoshatVl  = !tenhf-|lncoshf 

f^rr  -fcothf + Alnsenhf 

S (cosh  £+  1>2  = ^tanhf  " £“? 

J (cosh  ax  - l)2  = 2a  coth  coth3  T 


(— l)ngn(ax)2n+2  1 

(2i  + 2)(2«) ! + "'f 


-j In  to ±P^V?E£\ 

/rP-q*  \qeax  + p + Vp2  - <72/ 


J"  senh  px  cosh  qx  dx  = 


J"  senh1 2  ax  cosh2  at  dx  = | 

dx  — = - In  tanh  ax 

senh  ax  cosh  at  0 

f — dx — = -i  tan-1  senh  ax  - 

J senh2  o*  cosh  ax  a 

f dx  „ = S§c1LM+  - ]n  tanh  ^ 

J senh  ax  cosh2  at  4 a 

Jdx _ _ 2 coth  24x 

sen  h2  ax  cosh2  ax  ~ 4 

f senhu2a*  dx  = -Itan-'senho; 

J cosh  ax  4 a 

Css™'**,  _ cosh  ax  + Ilntanh^ 

J senh  ax  4 4? 


1 ^ /l  + senhnx\  + 1 1£ 

2 a y cosh  ax  j a 


90 
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14.604  J'  tanh  ax  dx  - ^ In  cosh  ax 


14.605  J tanh2  a z dx  = Z — tan^  aX 

14.606  J"  tanh3  az  dx  — i In  cosh  ax  *■  tan^ — 

14.607  ^ tanh"  az  sech2ax  d x - ta^h" 

14.608  f«^fflSd«=Iintanha  z 

J tanh  ax  a, 

14.609  f_*L_  = ilnsenhaz 

J tanh  ax  a 

w s,n  r v , „ „ v 1 J («*)3  (a*)3  , 2(a*£  (-1)"“  l22"(22"-l)B„(ax)2"+l 

J V\3  "ir  + ^oT  &+i[! ••• 

14.611  J x tanh2  ax  dx  = ^ + -L  in  cosh  ax 

, , M,f  tanh  az  , (ax)3  + 2(«x)3  (-l)-^2"  _l)BB(ax)2"->  ^ 

14.  612j  — —dx  _ax-^9  -5-  (2n  — l)(2n) ! 


14.618  f coth"  a z csch2  OX  dx  = -coth’1  ± 1 az 
J (n  + l)o 

74.620  f - -fe-  = i Invito* 
coth  aa  a 


INTEGRATES  INDEFINIDAS 


1 / (ax)3  (ax)3  (~ 1)""  i22nBn(aa:)2n  + 

a2{  9 225  (2n+l)! 


ax  _ (ax)3  (-l)n22nBn(ax)‘in~ 

3 135  (2*-l)(2w)!  ' 


, p + q coth  ax  = pi  — gi  a{p2  — q2 


In  (p  senh  ax  + q cosh  ax) 


14.625  coth"  ax  dx  = — - 


^ coth"-1  ax  dx 


14.626  ^ sech  ax  dx  = ^tan-le“ 

14.627  ^ sech2  ax  dx  = ^aa: 

14.628  ^ sech®  ax  dx  = sech  ax tanh  gx  + J_  tan-i  senh  ax 

14.629  C sech"  ax  tanh  ax  dx  — - sech"flZ 

-J  na 

1 4 . 6 3 £ dx  - senh  ax 
J sech  ax  a 

14.631  f x sech  ox  dx  = ...  t - 

J a2  1 2 8 T 144  (2n  + 2)(2n)! 

14.632  J x sech2  ox  dx  — — ax  — In  cosh  ax 

14.633  C sech  ax  dx  - I,,  * - igg)2.  _i_  5(ax)4  61 (ox) 6 + • • • t-1)" 

J * “ 4 + 96  4ii§ 

14-634  4-  J*  y,  ~ ~ \ f , dX  t- [Vease  14.5811 

9 + P sech  ax  q q J p + q cosh  ax 

14.635  g Sech«  ax  d*  = Jsech""2  axdx 


(ax)2  5(ax)4  _ 61  (ax)8  + . . . (-l)n2?n(ax)2n 

4 + 96  4ii§  2m(2n)1 


EFINIDAS 


j'-J*-  = ^ cosh  az 

j x csch2  ax  dx  = z_cotha 

r cscha*  da.  = _± 

J x ax  e 

C * = * - P f 

J q + p csch  ox  7 9./ 

J csch»ox<fx  = ~c8ch^°! 


2(-l)»(22»-1  - l)B„(ax)2"+ 
(2n  + 1) ! 


(— l)B2(22n— 1 - 

(2n-l)(2n)! 


7 9 J p + q senh  ax 

each"-8  ax  coth  az  _ n - 


J x senh-1  H dx 
J"  x8  senh-10-  dz 


, £ + (2a8-  x2)  Vx2  + o8 


fx  (x/o)2  . l ■ 3(x/o)8  1 • 3 • 5(x/a)7  + . . . 

0 2*3-3  2 • 4 • 5 • 6 2'4*6*7"7 

/*  senh"2  (x/fl)  , _ In2  (2x/ a)  __  (a/*)2  + 1 - 3(o/x)«  _ 1*3*  5(o/x)» 


•2  T 2 * 4 * 4 • 4 2 • 4 • 6 • 6 • 6 


J senh"2  (x/fl)  ^ _ J In2  (2x/a)  _ 


Jsenh-2  (x/g)  ^ _ _ senh~2(x/o) 
*8  * 

J f z cosh-2  (x/a) 

cosh"2  5 dz  = J 

0 * cosh-’  (x/a) 


cosh-2  (x/a)  - Vx2  — a2 , cosh-2  (x/o)  > 


r x f i(2*2-  ®2)  cosh-1  (x/o)  - JxV x2  - a2 , cosh”1  (x/o)  > 0 

I * cosh-2  - dz  = ■{  

j ° [ i(2x2  — a2)  cosh-'  (x/o)  + $xVx2-a8,  cosh-1  (x/o)  < o 

r f Ax3  cosh-1  (x/o)  - J(x2  + 2o8)  Vx2  — a2 , cosh-1  (x/o)  > 0 

( x8  cosh"2 -dx  = J»  

J “ [ £x8  cosh-2  (x/o)  + J(x8  + 2a8)  Vx2  - o2 , cosh-’  (zla)  < 0 

J"  cosh-2  (x/a)  ^ ^ j"|  In2  (2x/o)  + &"'&  2 + 2 • 4 » 1 » 3(g(x)2  • 4 • 6(o/x)2  + 


J coah-Mx/o)  ^ _ _ cosh— 2 (x/a)  y | lf) 

J*  tanh“2^dx  = x tanh“>  ^ + ~ In  (o2  — x2) 

J"  x tanh  - 2 ^ dx  = ^ + ^(x2-  o2)  tanh-2^ 

J*  *2  tanh-1 1 dz  = ~- + y tanh"2  | + y In  (o2  - x2) 
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14.659 

14.660 

14.661 

14.662 
14.  663 
14.  664 

14. 665 

14. 666 

14.  667 

14. 668 

14.  669 
14.  670 

14.  671 

14.  672 

14.673 

14.674 

14.675 

14.676 

14.677 


Jtanh -Hz/a)  ^ 

f~nh~xl  (x/a)  dx 
J coth-1  ^ dx  =3 

J"  X coth~>  - dx  xi 

§ xl  coth-1  ^ dx  = 

^ coth"1  (x/a)  dx 
Jcoth^a)  ^ 

Ssech-1  — dx  — 

Q 


Jsech^J*/*)  dx  = 


f + \(x2  - a*)  coth-i  * 


= — + 

f * sech"1  (x/a)  + a sen-4  (x/a),  sech'l  (x/a)  > o 

1 X sech-1  (x/a)  - a sen-1  (x/a),  sech-1  (x/a)  < 0 

J \x2  sech-1  (x/a)  — ^oVo2  — X2,  sech-1  (x/a)  > 0 

1 \x2  sech-1  (x/a)  + ^a\/a2-*2,  sech -1  (s/a)  < 0 

f -{  In  (a/x)  In  (4a/ x)  - i|/a^  ]_  ■ ■ ■ , 

[i  ^ (a/x)  In  (4a/*)  - ML  + 

X csch-1  - + asenh-1  ^ [+  si  * > 0,  - si  2 < 0] 


| In  (x/a)  In  (4a/*)  + • 0 < : 

J *.  . J 1,  ....  < 

_ ° -l  (a lx)2  1 • 3(a/*)s  j.  . . 

I X 2^3  'H  2 • 4 • 5 • 5 lxl  > 

("  senh-1  — dx  = senh-1  — — — - — C , 

J a m + l am  + lj  N/^+^j 

f*"1-*-1  , _j  * _ 1 f *m  + l 

m + l a m + lj  ~rj— . dx  cosh-1  (x/a)  > o 

m+l  C<“h  * o + m + 1 X d * cosh"'  (i/o)  < 0 

J - -th-  r - - 

[m~n  sech'~1  a + ^TTlX  -|ec^M*/o)  > 0 

f s-sech-1^*  = r+1  m + 1 

sech-1  (*/a)  < 0 

f s™  csch-  1 -dx  - x”*  + ' csch”1  - + ^+-2 — f x’n  dx  r+  si  , > 0 si  * < 

J a m + l a m + lj  rj— 5 [+ si  * > 0,  - si  * < 


ie  longitud  Aa?  — (6 


J ' fix)  dx  = lirn  {/( a ) Ax  + /(a  + Ax)  Ax  + /(a  + 2Ax)  Ax  + < < ■ + fia  + ( n - 1)  Ax)  Ax} 


1!.!  J f(x)dx  = J"  j^oWdx  = g(x)  ° = g(b)  - g(a) 

Si  el  intervalo  es  infinito  0 si  f(x)  tiene  alguna  singularidad  en  algun 
es  llamada  integral  impropia.  Tales  integrales  pueden  tratarse  COHN)  las  del 
operaciones  de  limite.  Por  ejemplo, 

15.3  J‘  j(x)  dx  = J f(x)  dx 

15.4  J"  f(x)dx  = lim  J j(x)  dx 

15.5  ^ f(x)  dx  — lirn  J"  /(sc)  dx  si  ftes  un  punto  singular 

15.5  J f(x)  dx  - lim  J f(x)  dx  sin  es  un  punto  singular 


15.7  {/(x,  *:  g(x)  ± h(x)  ± • • •}  dx  c:  fix)  dx  ± jf*  ?(*)  dx  ± j\ 

15.5  ^ c fix)  dx  = c ^ fix)  dx  donde  c es  una  constante  cualquiera 

15.9  j"  j(x)  dx  - 0 

15.10  j fix)  dx  = - j°  fix)  dx 

15.11  J*  f(x)  dx  = jC  f(x)  dx  + fbj(x)  dx 

15.12  ^ f(x)dx  = (b  — a)  f(c)  donde  c se  encuentra  entre  ayb 


INTEGRALES  DEFINIDAS 


15.13  fbf(x)g(x)dx;  f(c)  I g(x)  dx  donde  c se  encuentra  entre  ayb 

La  anterior  es  mi  a forma  general  de  15.12  y es  valida  siempre  que  f(x)  y ${x)  sean  continuas  en 
a y que  g{x)  £ 0. 

REGLA  DE  LEIBNITZ  PARA  DERIVAR  BAJO  EL  SIQNO  INTEGRAL 

,5-14  ^CF(x’a)dx  = C/£dx+FM%-F^% 

METODOS  APROX1MADOS  PARA  CALCULAR  INTEGRALES  DEFINIDAS 

En  las  formulas  siguientes  el  intervalo  comprendido  entre  x - a y X = b se  considera  subdividido  en  n partes 
iguales  por  los  puntos.  d = x0,  xx,  x2,  . xn_[,  xn  — b y sea  Vo  — /(* 0)1  Vi  ~ /(* i)>  J/2  = /(* 2)1  i • ■ ) Vn  — 

/(*„),  *'=(*>-  a)/n. 

Formula  del  rectangulo 

Xb 

/(*)<&  * %o  + Vl  + Vi  + ” ‘ +»n-l) 

Formula  del  trapecio 

15.16  J /(sc)  dx  * |(»o  + 2vi  + 2i/2+  + 2yn_ , + !/„) 

Formula  de  Simpson  (tambien  llamada  formula  de  la  parabola)  para  n par 
15.  17  Jb  f(x)  dx  « y (y0  + iyx  + 2pz  + 4j/3  + ■ . . + 2j/„_2  + 4j,„_1  + yn) 


INTEORALESDERNIDASO 

s’»  ■ s 

5.19  fl£!*  = -■?—  , 0<p<l 

1 + x sen  pj  ’ 

.5.20  CLjZJx  = 0 < m + 1 < n 

J0  X"  + a"  n sen  [(m  + l)jr/w] 

5 21  f " ^ dx  senir  rn/3 

J0  1 + 2x  COS  /?  + X2  = sen  Wir  sen/3 

r wrj  • I 


gm  4 1 + np  r [(ttt  + l)/n]  r(p  + 1) 


DNALE8 


/"*  Xmdx  l)r_  ’rram+  1_nr  r[(m  + l)/n] 

J (x"  + a»)r  - 71  sin  [(m  + l)-/n](r  — 1)!  r[(m  + l)/n  — r + 1]  ’ 


15.25 


0 < m+  1 < 


Todas  las  letras  se  consideran  positivas 


15.27  COS  MX  COS  UX  dx  = j ^ 

15.28  sen  mx  cos  rue  dx  = 

15.29  J"  sen2 s;  dx  = J cos2 

15.30  J^I/2  sen2"1  x dx  = cos 

15.31  jj'2  sen2-n  + lx  dx  = j"'2  , 

15.32  sen2"-1  x cos2*-'*  <fc 

[ r/2  P : 

,s.33  = • 


5 .34  I sen  px  cog  qx  ^ _ I /2  0 < p < 


I ,r/2  m,n  enteros  y m = n 


5-35  Sen  P^sen  dx  = 

3.36  f 

5.37  §*  l-r  CJSP*  dx  = S 

5.38  J*"  COS  P*  - COS  dX  dx 

5.39  f"  cogPg  ~ c°3 1X  Jr 

J, 

5.40  f*  «<»»"*  rf.  = JL« 

J.  5 + 0 aX  2 a 


”•«  = ft'1—' 

15.43  f2,r d* V . 

J o + b sen  x = ,/_2  - f>2 
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11“  Cent  J”!rVfea.  = snr 

15.47  f2,r  dz  2y  n 1 

Jo  1 — 2o  cosz  + o2  = l^H2’  u<a<1 

15i4e  p z sen  g At  _ f (da)  In  (1  + o)  |a|  < 1 
l-2acosz  + a2  ” | yind  +i/a)  ||  > 1 

15.49  ft  = ra«  02  < i,  m = 0.  1,2, 

„ 1 - 2o  cos  * + os  1 - a2 

J~  sen  az2  dx  = cos  a*2  d*  = | 

r"  sen  az*  dx  = — —lX1/”)  sen&,  «>1 

•A) 

cos  axn  dx  = — V/;  r(1/")  cos  ^ i « > l 

■ ir^*  ■ vt 

x^*  = g5OTg'  °<'<i 

= 2r(p)  cos  (p*/2) 1 0<!’<1 

1 S . S 8 sen  a*1  cos  26*  <5*  = | ^eon  ~ - s«n  ^ 

15.57  J"  cosax1  coa  Zbx  d*  - | + 5*" 

15.55  J~  = f 

f“  ^Lldx  = | 

J0  *4  3 

f tan  z . _ 5 

Jp  — a*  - r 

r/2  - - dx  ~ ~ 

Ji  i + tanmz  4 

sif^da;  = Z{p-32+P-72+'"} 


15.  50 

15.51 

15. 52 

15. 53 

15. 54 

15. 55 


15. 59 

15. 60 


15.62 

15. 63 


15.64 

15. 65 


XL. 


12  32  T /52  72  "T 


f'^dz  = fln2 

tcoL  B ^ 

X"(rh  -«-■)*  ■ r 
X' 
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15.107  In  (o  + b eoax)dx  = g In  + 

Jr  f 2g  In  o,  a 2 

In  (a2  - 2ab  cos  * + 62)  dx  - { 

0 2ff  In  b,  b i 


15.109  J"  i In  (1  + tan  x)  dx  = | In 

15.1 10  f/S  sec  * In  f dx 

J0  ^1  + 0 COS  I / 

15.111  r°  In  f 2 sen da  = -fes 


dx  = |{(coa-1  o)J  - (cos-1  6)2} 


fs&*  = ^tenhi 


15.114  C'_xdx_ 
J0  senh  ax 


r *'dx  _ 2n+ 1 — 1 r/  + j\  /_! 1 1 1 1 [.  . 

J senh  ax  " 2Ban+  * ' ' 1 1"  + 1 2B  + 2 ^ 3»+‘ 


le  hallarse  si  n es  entero  positivo  e impar  [vease  la  pagina  1( 


rsenh  ax  _ x „ aw  1 

?rn  dX  - ^4CSC  -=5  " Ta 

X*  senh  ax  , _ j_  _ JL  2E 

^T=T dx  ~ 2a  26 COt  6 


ild*  = ff  1 01  -/(«)}  In  ^ 


f = i + i+  1+  ... 

Jg  X*  11  + 22  + 33  + 

f (a  + *)”•- i(a  — x)*~1  da  = (20)” rM 
r(w  4-  n) 


j*  m^n~idxc< 


15.  120 


101 


102 


UNCION  GAMMA 


18.1  Separacion  de  variables 

f A(*).  , r°2( v)  . 

j md*  + J mdv  = e 

fiW  gt{y)  dx  + ft(x)  g2(y)  dy  = 0 

18.2  Ecuacion  lineal  de  primer  orden 

ye  fpix  = QeSp**dx  + e 

g + P(x)y  = Q(x) 

18.3  Ecuacion  de  Bernoulli 

ve(i-n)  Jpdi=  ( 1 - n ) j Qe( l-»)  + c 

donde  v = yl”n.  Si  n = 1,  la  solucion  es 

In y = J ( Q-P)dx  + c 

g + P(x)y  = Q(x)y - 

18.4  Ecuacion  exacta 

J Max  + J (n  - j Mdx^dy  = e 

donde  dx  indica  que  la  integration  debe  realizarse  con  respecto 
a x conservando  a y constante. 

M{x,  y)  dx  + N(x , y)  dy  = 0 

donde  dM/dy  = dN/dx. 

18.5  Ecuacion  homogenea 

ln*  = / F(v)  - v + ° 

donde  y — y/x.  Si  F(v)  = v,  la  solucion  es  y = Ql 

g = F(* 

ECUACIONES  DIFERENOALES  BASICAS  Y SUS  SOLUCIONES 


19.1 

a + (a  + d)  + (a+2d)  + •+•  {o  + 

donde  l — # + (n  — l)d  es  el  ultimo  t£rmino 

( n l)d}  = ±n{2a  + (n  - l)d}  = $n(o  + l) 

LO 

s siguientes  son  algunos  casos  especiales 

19.2 

1 + 2 + 3 + ■ 

••  +*  = i»(n  + l) 

19.2 

1 + 3 + 5 + •• 

• + (2«-l)  = «« 

19.6  o+  (o  + d)r+  (o  + 2d)r* 

donde  r + 1. 


Si  -1  < r < 1,  entonces 


19.7 


+ (a  + d)r  + (a  + 2d)r*  + 


rd 

(1  - r)* 


SERIES  DE  CONSTANTES 


A continuacion  se  presentan  algunos  C3S0S  especiales 

19.9  1 + 2 + 3+  •••  + n = n(”2+ 

19.10  is  + 2S  + 32  + . . . + ns  = "(«  + lM2w+l) 

19.11  13  + 2»  + 3J  + . . . + n3  = n2(B4+ 1)8  = (1  + 2 + 3+  •••  + »)J 

19.12  + 24  + 34  + . . . + b4  - n(n  + l)(2n  + l)(3n*  + 3w  - 1) 

Si  Sit  = lk  + 2k  + 8k  + " ' + W*  donde  k y ri  son  enteros  positivos,  entonces 

19.12  (^*l>)s,+  (^t1)13*  + ’ ' ' + = (H  + 1)k+1  “ (W+1) 


19.22 


SERIES  DE  CONSTANTES 


19.33 

ii.ii.32"  + “i2.32.42"" 

32.42.52  16 

19.24 

■-—‘  + jrl,TT± 

19.25 

1111 

22p-V2pBo 

12p+22»+32*~,~42?  + 

(2p)! 

19.26 

1 , 1 , 1 , 1 , 

12P  32p  ‘r  62p  ^ 72p  "r 

• = (22l>  P 

19.27 

JL_JL  + J__J_  + . 

12P  2!"  3*»  42» 

• • = (22p-  > D^pfi  p 

(2E)  ■ 

19.31 

iil+i  — — + ” — + '. . a-p-  v2v+tE 

1 32P+1  52P+1  72P+1  T 22p  + 2(2p)  / 

1 1 

19.2 

9 | + cos  a + COS  2a  + •• 

sen  (tt  + 4)a 

’ + C°»’to  = 2 sen  (a/2) 

19.40 

sen  a + sen  2a  + sen  3a  + ' 

sen  [*<n  + l)]a  se”  *n« 

+senna  ^72) 

19.41 

1+  r cos  a + r*  cos  2a  + 

f*  COS  3a  + " ' = i — 2r  cos#  + r2  ’ M < 1 

19.4 

2 rsena  + r* sen  2a  + r* 

8611  + — 1 — 2r  cos  a + r2  ’ M < 1 

19.42 

1 + r cos  a + r*  cos  2a  + 

....  rn  r"+2  cosna  - r»+‘  cos(m  + l)a  - r cosa  + 1 

1-  2r  cos  a + r2 

19.44 

rsena+  »*sen2a  + ...+ 

r sen  a - r"+ 1 sen  (w+l)a  + I**2  senna 
**  1 — 2r  cos  a + r2 

B§ 

19.45 

*2  F(k)  = J"  F(k)  dk  - \ {F( 0)  + F(n)> 

^ {*"(»)  - F'(0)}  - ^ 7E”‘W  - F”‘(0>! 

+ 30k {F<v)(n)  - F(v)(°»  - vdwo  <F(vU,(n)  - F”‘“(0)) 

m 

— 

+ (-l)e->(-^{F«e-»>(n)-F(2p-»(0)}  + - • ■ 

5__F(fc)  = m 2_  e2vimxF (*)  daj 


19.46 


20  8ERHE8DE  TAYLOR 


— m»>»Trnf»nnff  ninninuwr>ruwruAYrintftnff 

20.1  /(*>  = /(«)+  r(a)(x- o)+  />)(*-«£_+  ...+  /<n  8)11-1  + 

donde  J?»„  el  resto  despues  de  los  n primeros  terminos,  se  puede  hallar  por  cualquiera  de  las  siguientes  formulas: 

20.2  resto  d e grange  *n 

30.3  resto  de  Cauchy  Rn  = /("H0(s- {)"-*(* -a) 

El  valor  de  (,que  estf  comprendido  entre  a y x,  puede  ser  diferente  en  las  dos  formulas.  Este  resultado  es  vAlido 
siempre  que  f(x)  tenga  derivadas  continuas  de  orden  n como  mlnimo. 

Si  el  lim  Rk  s 0,  se  obtiene  una  serie  infinita  que  es  llamada  serie  de  Taylor  de  f(x)  en  torno  a x = 0.  En  el 

caso  en  que  a = 0 se  la  suele  llamar  serie  de  Maclaurin.  Estas  series,  que  a menudo  se  Hainan  series  de  potencias,  son 
generalmente  convergentes  para  todos  los  valores  de  x comprendidos  dentro  de  cierto  intervalo  llamado  intervalo  de 
convergencia  y son  divergentes  para  todos  los  valores  de  x que  quedan  por  fuera  de  dicho  intervalo. 


20.4  <o  + *)«  = o»  + no-"1*  + ”(W2,  ^ 0--***  + ”<”  2)  + ••• 

= .■  + (;).-«  + (;)--*■+ (;)*-- + - 

Son  casos  espaciales 

20.5  (a  + *)s  = a2  + 2a*  + *2 

20.4  (o  + *)>  = a3  + 34%  + 3a*2  + *» 

20.7  (a  + &)*  = o<  + 4a3*  + 6a2*2  + 4a*3  + x* 

20.0  (1  + *)-1  = 1 - * + - *»  + X*  ~ -1  <X  < 1 

20.f  (1  + *)-*  = l -22  + 3*3  - 4*s+  5x*  - • — l < * < l 

2 0.10  (l  + *)-s=  1 -3*  + e^-io*3  + 15*4- •••  — 1 < * < 1 

2 0.11  (1  + *)-1/2  = 1 -■=*  + |l|at2_^|l|*3  + ...  — 1 < * S 1 

2 0.12  <l  + *)>/2  = 1 + |*-^*2  + iTITe*3"'”  -1<*S1 
20.12  <1 + *)-*«  = i -J.+  - -i<*ai 

20.14  (1  + *)-=  i*  I*  ” jjTg*2  srirs*8-'-  — 1 < * s 1 


20.15 


20.16  a*  = = 1 + * lno  + + + ...  — <*<« 


20.17  In  (1  + *)  = * - ^ - *1  + . . . 

2 3 4 


20.20  In 


2 0 5 1 


SERIES 
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20.53  X = ClV  + CjV*  + Cj]/8  + CiV*  + CjV5  + c<m*+  ■■■ 


2 0.54  ClC,  =i 
if.  5 5 efCt  = -e, 

20.54  <*C3  = 2e\  - c,e, 

20.57  eJC4  = Se^s  - 6e»  - e=e4 

20.53  e\Ct  = 6cjcjc4  + 3c^  - ejc4  + 14c<  - 21eic|e3 

20.59  c^C,  = 7 e»cjc5  + 84eic|«s  + 7e*ese4  - 28^^  - e\e,  - 28 c?c*e4  - 42c| 


20.50  /(at,  v)  = /(»,  6)  + (at  — a)ft(a,  b)  + (y  ~ b)fy(a,  b) 

+ {(z  - «)*/*,(«,  b)  + 2(*  - a)(y  - &)/„(«,  b)  + (y  - b)*fn(a,  6)}  + • • ■ 

donde  fx(a,  h),  /y(a,  b), . . . denotan  Los  valores  de  las  derivadas  parclales  con  respecto  a X,  y..  . .cuando  x = a,  y = 5. 


Los  numeros  de  Bernoulli  Bx,  Bi%  Bt,  ...  sc  definen  por  las  series 


Los  numeros  de  Euler  Ex,  Ij,  Et,  ■ ■ ■ se  definen  por  las  series 


Numeros  de  Bernoulli 

Numeros  de  Euler 

Bx  = 1/6 

*1  = 1 

= 1/30 

Et  --  5 

B»  --  1/42 

Ei  = 61 

Bi  = 1/30 

E,  = 1386 

Bs  , 5/66 

= 50,521 

B»  = 691/2730 

= 2.702.766 

B,  = 7/6 

E7  = 199.360.981 

Bt  = 3617/610 

= 19.391.612,146 

Bi  = 43.867/798 

Et  = 2.404.879.676.441 

B10  = 174.611/330 

Ew  = 370.371.188.237.526 

= 854.513/138 

E„  = 69.348.874.393.137.901 

= 236.364.091/2730 

E, , = 16.614,534.163.657.086.906 

21.12 


B,  - 
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22.1  A + B = B + A 

22.2  A+  (B+C)  = (A  + B)  + C 

22.3  wt(nA)  = (win)  A = n(mA) 

22.4  (to  + w)A  = mA  + nA 

22.5  m(A  + B)  = mA  + mB 
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FORMULAS  DE  AN  AUSIS  V E CT  0 R I A L 


Leyes  fundamentaleo: 

22.0 

22.9 

A = <4ii  + Ajj  + Ajk,  B 


A • B “ B • A Ley  conmutativa 

A • (B  + C)  = A • B + A • C Ley  distributiva 

A ■ B - AjB|  + AjBj  + 

= B,i  + Bt j + B3 k . 


22.10 


FORMULAS 


■ECTORIAL 


La  derivada  c 

L % = 

le  una  funcion  vectorial  A(tt)  = A^uji  + A2(u)j  + A3(u): 

J.  A(u  + Au)  A(u)  _ dA,.  ( dAs.  ^ dA3] 

4«  ™o  Au  ~ du  1 du  ^ du 

k de  la  vai 

iable  escalar  n se  define 

J j de"V  d r 

ivadaTexisten  T^lToTaue'^’e^ecifilue  ^iontaio' ””  ^ 

ular.  Damos  por  entendido 

22.30 


div  A 


V • A 


Por  regia  general,  el  valor  de  una  integral  curvilinea  depende  de  la  trayectoria  C que  baya  sido  escogida  para 
efectuar  el  recorrido  entre  los  puntos  Pj  y P2  de  una  region  dada^.  Sin  embargo,  en  el  caso  en  que  A = 0 

cuando  A x A = 0 donde  f y sus  derivadas  parciales  son  continuas  en^,  la  integral  curvilinea  | A i dr  es 
independiente  de  la  trayectoria.  En  tal  caso  Jc 

f A-dr  = J ’ A-  dr  = j(P2)  - o(P,) 


22.52 


!22  FORMULAS  DE  ANALISIS  VECTORIAL 

donde  ${Pt)y  $ (P2)  denotan  los  valores  de  <f>  en  P\  y P2  respectivamente.  En  particular,  si  C es  una  curva  cerrada, 

22.53  X = X A‘dr  = ° 

donde  el  crrculo  sobre  el  signo  de  integral  hace  enfasis  en  el  hecho  de  que  C es  cerrada. 


FORMULAS  DE  ANALISIS  VECTORIAL 
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FORMULAS  EN  LAS  OUE  ENTRAN  COORDENAOA8  CURVILINEAS  ORTOQONALES 

22.69  dr  = -p-du  i +#<*»*  + #<*«■,  “ Aidu.e,  + Ajdujej  + fc,du3e, 

dUj  ov*  au3 

22.70  d*»  = dr  • dr  = A?  du*  + h\  du\  + kjdttf 

22.71  dV  = = hlhih3du1duidu3 

= |S'^XS|d"ldUidU3  = |a(t«2'.«3)|du'duidus 

donde 

Idx/dUi  dx/dU2  dx/dttj 

3J//3U,  3V/3u,  av/Su, 

3z/3u,  dz/dttj  dz/3Uj 

se  llama  el  Jacobiano  de  la  transformacidn. 

La  formula  22.72  puede  emplearse  para  transformar  integrales  multiples  del  sistema  rectangular  al  sistema  de 
coordenadas  curvilmeas.  Por  ejemplo,  se  tiene  que 

22  73  fffF(x,v,z)dXdydz  = fff  <*«..«»» 3)  |ag^|  du.du.du, 

donde  %'  es  la  region  en  la  cual  queda  convertida  % despues  de  la  transformacidn  y G (l*j,  Uj,  ua)  es  el  valor  que  co- 
rresponde  a F(x,  y,  i)  despues  de  la  transformacidn. 


22.74  Rotor  de  A = 


h1h2h-j 


Mi  Ms  Ms 


| Mi  Ms  Mi 


22.77  Laplaciano  d e 

Observese  que  el  operador 


* kihzhs  LdMj  y ht  dUx ) 9u2  \ &2  du2/  dtt3  \ ^3  9u3/  J 

bi-armonico  V4*  = V2(V2*)  se  puede  obtener  a partir  de  22.77. 


Coordenadas  cilindncas  (r,  0,  z)  [Vease  la  Fig.  22-12] 


Coordenadas  cilmdricas  parabolicas  (u,  v,  z) 


Coordenadas  esferoidales  alargadas  (§,  77,  </>) 


hi  = hi  = o2(senh2  £ + sen2  ij), 


o2(senhJ{+  sen2,)  sen  h £ \ 


Coordenadas  esferoidales  achatadas  (|,  0) 


a cosh  £ cos  t|  cos  $>,  y = a cosh  £ cos  ij  s e n + , 2 = 

£ g 0,  -»/2  S , S W2,  0 =S  * C 2,r 

A]  = Aj  = o2(senh!  £ + sen2  ij),  A,  = a2  cosh2  £ c 

a2(senh2  £ + sen2  1)  cosh  £ d(  (?  sh  * ®£  ) 


Coordenadas  bipolares  (u,  v,  2) 


a cot  u)1  = a2  esc2  u,  (*  - 0 coth  i>)5  + y2  = a2  csch2  v,  * = 1 


_ (cosh  o - cos  u)2  /flf*  . , d2* 

^ " a2  \du*  dvt)  a*2 


23.6 


x2y"  + xy’  + (at*  - n2)y  = ( 


e Uaman  fund  ones  de  Bessel  de  orden  n. 


*mtMg«A  espspis  v orden  » 


•^-»(*)  2"*r(l-«){1  2(2 -2»)  + 2 


= vtw sin 


J_n(*)  = (-D"^n(*)  n = 0,1,2,. 


i n 7*  0,1,2  , .. .,  J,(z)  y j-n(x)  son  linealmente  independientes. 

!i  *7*0,12,...,  Jn(x)  esta  definida  en  x = 0 mientras  que  •!-„(*)  es  definida. 
’ara  « = 0, 1 se  tiene 


1 nombre  de  funcion  de  Weber  o funcion  de  Neumann  [la  ci 


.36 


FUNCIONES  DE  BESSEL 
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Para  It  — 0, 1, 2,  . . . , la  regia  de  L’Hospital  da 
24.9  Y„(z)  = \ {In  (*/2)  + y}  Jn(x)  - i 2#  (n  - k-  1)!  (*/2)»-» 

donde  y = 0,5772156  es  la  constante  de  Euler  [pagina  1]  y 
':4‘10  4>{p)  = l + §+|’+  + |>  0(0)  = 0 

Para  fl  35  0, 

24.11  y,(.)  = f{ln(x/2)  + y}J„(x)  + l - ^{1  + *)  + + f + *)  *«'■} 

24.12  Y - , ( z ) = (-l)"Yn(x)  to  = 0,1,2 

Para  cualquier  valor  % S 0,  /,(z)  sera  definida  en  jp  z:  0 mientras  que  Yn (ac)  sed  indefinida. 


24.13  y = AJn(x)  + BJ-h(x)  it  ^0, 1,2, . . 

24.14  y = AJn{x)  + BYn(x)  para  todo  n 

2 4.15  V = AJn(x)  + BJn(x)  J" xJl(x)  para  todo  n 

donde  A y B son  constantes  arbitrarias. 


Las  funciones  Y„(z)  satisfacen  identicas  relaciones. 
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FUNCIONES  DE  BESSEL 


Y ORDEN » 


2 4.3  2 /n(x)  = Jn(ix)  = e-mril2  Jn(ix) 

x i.  a;S  i ** 'I 

= 2"  r(n  + 1)  j1  + 2(2m  + 2)  + 2 . 4(2«  + 2)(2n  + 4)  + ‘ " j 

24.33 

/_„(*)  = ta) 

= 2-»r(l-n){1  + 2(2  -2»)  + 2.4(2-2n)(4-2m)  + ' ' ' } 

24.34  /-„(*)  = In(x)  n = 0,1,2,  ... 

Si  7t  7*  0,  1, 2,  . . entonces  Z,(z)  y I-n{x)  son  linealmente  independientes 

24.35  /„(*)  = l + ~+  + 227^762  + " ' 

24.36  z,(z)  = | + ^4  + + 1 " 

24.37  i'0(x)  = /,(*) 


« (-t/2)»+afc 

*=o  i!  r(m  + fc  + 1) 


» (*/2p~« 

k=o  4!  r(fe  + 1 — «) 
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FUNCIONES  DE  BESSEL 


FUMCiCrtlES  MODiFIC ADAS  DE  BESSEL  DE  OftOEN  KJUAL  A LA  MtTAD 

•V':. ,1‘  • ■'■■■  ■ * * ' ' 


24.58  Im(x)  = yj^senhz 

24.59  I-1/2  (x)  = -y|^cosha 

24.60  Im(x)  = *[J;  Lh  z - 


2 4.61  I.m(x)=  ^J(senh*- 
24.62  ls/i(x)=  + 

2 4.63  I.s/2(x)  = ^{(jj+l) 


1)  COSh*  - ^senhx| 

3 se  pueden  obtener  los 


is  panes  real  e l magma na  de  e-wrt/2  J£n(xem/4)  se  denotan  por  Ker,  ^x)  y Kei,  (x)  siendo 

Ker,  (a)  = -{In  (*/2)  + y)  Ber,  (a)  + Bein  (z) 

+ 1 (it-  k - 1) ! (*/2)2k-»  (3n  + 2fc)r 

v )g0 n C0S  f 

+ \ J0  klfn+'k)'.IMk)  + *{n  + k)}  cos  (3“H42fcV 

Kei,  (*)  = -{In  (a/2)  + y)  Bei„  (*)  - B er,  ( x ) 

1 “■V*  (n  — k — 1 ) ! (a <3«2iF"2fc)ir 

" 2 t=o  */  ' 4 

1 » (x/2)n+2k  . fn  (3n  + 2k)v 


'lXw^m+*(n+k))  si 


Ker  (z)  = -{In  (1/2)  + Y}Ber(a)  + ^Bai(x)  t 1 •*  l|/f-(l+  J)  + + ^ + i + i) - 

Kei («):  = -{In  (a/2)  + r}  Bei  (a)  - i Ber  (*)  + <*/2)*  _ ( 1 + * + $)  + ■ - - 


FUNCIONES  DE  BESSEL 


'PUNCIONES  Ml 


24.38  Kn(x)  = 


■LD1 SEQUNDA  ESPECIE  Y0**g6Nfi 


- {/_„(*)  - /„(*)}  n ¥■  0, 1,  2,  . 

- {/_„(*)  — /p(ae)}  w = 0,l,2,. 


[ p-+n  2 sen  pf 

Cuando  = 0, 1,2,  . aplicando  la  regia  de  L’ Hospital  se 
24.39  K,  (z)  --  (-l)»  + i{ln  (x/2)  + y}JB(x)  + \ 2n  (-l)k(w  ~k~W  (*/2)2k-» 

* <x/2)»+i 


2 t=0fc!(n  + fc)! 


2 k% 

{♦(fc)  + <S>(n  + k)} 


donde  <|>(p)  esta  dada  por  24. 1( 

Cuando  ti  = 0, 

24.40  K0(x)  = —{In  (x/2)  + y)J0(x)  + fj-  - (1  + * + D 

24.41  K_n(x)  = Kn(x)  n = 0,l,2,  ... 


SOLUCION  G 


24.42 

24.43 


24.44 

donde  Ay  B son 


y = AZ,,(z)  + BI-n(x)  n¥*  0,1,2,..  . 

y = AIn(x)  + BKn(x)  paratodo  n 

y = AZ,(z)  + BIn(x)  f-^L-  para  todo  n 

J x/„(x) 


2 4.46  /„+,(*)  = j (x)  “ ~~~ ln (x) 
24.47  /;(x)  = £{/„_,(*)  + /B+,(x)} 
24.40  x/^x)  = x/B_ j (x)  - n/„(x) 

24.49  x/B(x)  = x/n  + 1(x)  + n/B(x) 
2 4.50  £{x-/B(x)}  = x"/B_,(x) 


■2AS2K,+,(z)  - Kn.x{x)  + ^-Kn(x) 

24.53  «:(x)  = i{KB-!(x)  + K„ +,(*)} 

24.54  x<(x)  = -xK„_,(*)  - «K„(x) 

24.55  x<(x)  = nKn(x)  - xKn+1(x) 

24.56  J-{x»Kn(x)}  = -x"Kn_,(*) 


24.5  1 ± {x-”/B(x)} 


24.57  J-<*-»Kn(x)> 


-x-Kb  + 1(*)- 


24.75 


■ 1"  f 7g(x) 


J x2Jg{x)dz  = x2Jx  (as)  + xJ0(x)  - (j  J„(x)dx 

24.76  ^ j»J0(x)  <b  = x™J,(x)  t (m-l)*"*-1  S0(x)  - (W  — 1)2  *"■ 

24.77  ^ -^d*  = -M*)  ~^T~  ~ X J° ^ dx 

24.78  C JJ^ldx  = _ Ail.  , _ 

J xm  (m-X)2xm  2 (m  — 

24.79  (j  7,(x)  dx  = ~J0(x) 

24.80  ^ xJl(x)dx=  -xJ0(x)  t ? J0(x)  dx 

24.81  ^ d*  = -W0(x)t  m ^ x»- >./,(*)  d* 

24.82  J^dx  = -Jx(x)  + 


Jj(x) 

24.83  fi^d*  = + 

J 3W  ma:m  1 m J 3m  1 

24.84  J s"  7„_  | (x)  dz  = x"  Jn(x) 


24.85  J"  %~KJn+x(  z ) dx  = -*-«/„<*) 

24.86  J*  xm  Jn(x)  dx  = -XmJn- 1 (x)  + (mtn- 

24.87  jxJn(ax)Jnifix)dx  = pi  _ai 

24.88  jz  Ji(ax)  dx  = |{7'(«*)}2  + Y (l  ~ J&jVn («*)}* 


x{a  Jn(P*)  J’n(ax)  - P Jn(<>2)  7*&Bx)) 


e remplaza  a Jn(x)  por 


FUNCIONES  DE  BESSEL 
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24.92  Jn(bx)  dx  = | n > -1 

24.93  dz  = i n = 1, 2, 3,  . . . 

2 4.94  «-« j^by/x)  dx  = ? .b  Ma 

„„„„  r1  aJnQ})KM-liJn(a)K(P) 

24.95  J z Jn(aX)JnU3x)dz  = ^ _ gg 

24.96  J’  x ^(ax)  dz  = ^(a)}*  + $(1-  nVal){J„{a))* 

24.97  - tWto-'fMW 


24.98  J„(x)  = i J"  cos  (z  sen  »)  de 

24.99  Jn(x)  = ij”  cos  (ns  — x sen  t)  dt,  n = e 


_ ^ r, 

'V?r(«  + i) 


COS  (*  sen  e)  cos*"  « de,  n > -^ 


24.101  y#(a)  = ~~f  COS  (a  cosh  it)  du 

24.102  /,(*)  - i J"f  cosh  (a  sen#)  de  = ^ J ^ S’ 


1.103  j„(7)  » 

1.104  Y,,<„  - 1) 


donde  x es  suficientemente  grande 


donde  n es  suficientemente  grande 


e x es  suficientemente  grande 


25.3 

P,(z)  = 

1 

25.7 

P<(z)  = 

4(35*4  — 30*2  + 3) 

25.4 

P,(*)  = 

X 

25.3 

PA  *)  = 

^(63x®  — 70X3  + 152) 

25.5 

Pi(*)  = 

|(3*2-1) 

25.9 

P,(z)  = 

JL(231z6  - 31524  + 105*2  - 5 ) 

|5.6 

P*(z)  = 

4(5z»-3*) 

25.10 

P,(z)  = 

; £ 

1 

1 l 

f 

POUMOI 

IREE 

cpfiesa 

009  FOROOQNOE  x - oim  q 

25. 11 

P^Mi) 

= 1 

25.14 

P^coat) 

= 4(3  cose  + 5 coste) 

25.  12 

Px  (cos  e) 

= cos* 

25.15 

P,  (cos  e) 

= Jj(9  + 20  COS  2«  + 35  COS  40) 

25. 13 

P 2 (COB  0) 

= 0/4  3 cos  2s) 

25.16 

P5( COS  0) 

= J^g(30  COS  0 + 35  COS  3e  + 63  COS  5») 

25.  17 

P,(eo»t) 

= ^(BO  + 105  cos  20 

+ 126 

COS  4#  + 231  cos  60) 

25.  16 

P 7 (COS  $) 

- ra(176  c°s 9 + 189 

1 COS  3e 

+ 231  C0S6«  -(429  COS  70) 

\/i  — 2t*  + t2  n=0 


146 


FUN  CIONES  DE  LEGENDRE 


$9. 37 

25.38 

25.39 

La  anterior  se 


1 de  la  ecuacion  de  Legendre  es 

y = A Un{x)  + BVn(x) 

_ . «(»  + l)  . . »(»-2)(n+l)(»  + 8)  . 

UnW  1 2!  * + 4!  * - • 


V.W  = * - 


(n-l)(n-3)(n+2)(n  + 4)  , 


25.44 

25.45 

25.46 

25.4  7 


Las  funciones  Qn(x)  sat  is  0 
Empleando  estas  se  puede 


en  formulas  de  recurrencia  exactamente  analogas  a las  que  se  dan  en  25.20 
spresar  la  solucion  general  de  la  ecuacion  de  Legendre  de  esta  otra  manera 


25.48 


V = A Pn(x)  + B QJx) 


s» 


26.  12 

(n  + 1 -m)  (2*  + U> 

i P,“(z)  + (n+  m)  Pn-i(*)  = 0 

26.  13 

K*\*)  - ■ 

*■  (n  - m)(n  + m + 1)  Pj^as)  = 0 

26.14 


26.16  f(x)  = AmPZ(x)  + Am  + 1P£+1(z)  + Am  + 2PZ+t(x)  + ... 

donde 


26.18  COr)  = (1  - ■*)»« 

donde  Qn(®)  son  funciones  de  Legendre  de  segunda  especie  [pagina  M8J. 

D ichas  funciones  son  indefinidas  en  x — ±1,  mientras  que  PJJ*(*)  son  definidas  en  x ~ ±1, 

Les  funciones  Q™(x)  satisfacen  las  mismas  relaciones  de  recurrencia  que  P”(as)  [vease  26.12  y 26.13], 
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POLINOMIOS  DE  HERMITE 


27.  14 

J*“  e-*1  H,„(z)  H„(z)  dx  = 0 m#n 

27.  15 

y r*  {»n(*)}2  d*  = 2 »«! 

27.  16 

/(*)  = AaH0(x)  + + A2H2{x)  + ... 

donde 

27.  17 

Ak  = —5—  P Hk(*)d* 

2‘fclV^ 

27.18  H,(z)  = (2  *)»-  ”l2L=j)  (2z)»-2  + n(n-l)(n  - 2)(n  - 3)  _ 

1!  2!  ' ' 

27.19  = (-l)'Hn(x)  2 7.2  0 H2„-i(0)  = 0 

27.21  Hin( 0)  = (— 1)»2»- 1-3-5  •••  (2»-l) 

2 7.2  2 S/  u it)  Jf  ®n  + 1® 

# = 2(n+  1)  2(n  + 1) 

2 7.2  3 £{e~*  Hn(x)}  = -e~*  Hn  + l(x) 

2 7.2  4 J"  e-1*  H„(t)  dt  =H,-,(0)  - «-**  //„_,(*) 

2 7.2  5 Hn(xt)  dt  = n!  P,(z) 

Hn(x  +V)  = 


27.26 

Esta  ultima  es  llamada  formula  de  adicion  para  los  polinomios  de  Hei 


4,  Hk(x)  Hk(y)  Hn+  ,(*)  H.M  - Hn{x)  Hn,  l(y) 
*#0  2*51  = 2"  + 1n!  (st  — j/) 


27.27 


14 


xL'n(x)  = r 
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POLINOMIOS  D1 


LAGUERRE 


28.  IS 

28.  16 


111* 


j"  e~z  Lm(x)  L,(z)  dx  = 0 mfn 
f {Ln(*)}2  dx  = (»!)* 


28.17  /(*)  = A0  L0(z)  + A,  Lj(z)  + A2  z,fe)  + 
donde 

28.18  A*  = J"  «"*  /(*)  !*(*)  d* 


ft 

28.19  L , ( 0)  = 

= «!  28.20 

y j 

= 

£«<*>-ir+T 

r 

n2*"-1 

n2(n  — l)2*"-*  , ^ ,1 

28.21 

Ln(*)  = (-1)* 

i*n- 

— + 

2!  --(-1)Bn!} 

28.22 

•C xPe 

-*  a. 

(z)  * = J 

r o si  P<« 

1 

[(-1)B(«!)2  sip  = „ 

28.  23 

A W*) 

Wv) 

Ln(z)  L„ 

+i(v)  - £„+i(*)  £«(») 

A (k!)J 

= 

(n!)2  (*-») 

28.  24 

V- 

M*) 

(kl)*  = 

«t/0(2VSt) 

28.  25 

L 

,(z> 

= j> 

du 

Cuando  ffiyn  son  enteros  no-negativos  las  soluciones  de  29.1  son  dadas  por  los  polinomios  asociados  de  Laguerre 

29-2  C(z)  = £^n(z) 

donde  L,(z)  denota  polinomios  de  Laguerre  [vease  la  pagina  153]. 

29.3  L°n(x)  = Ln(x) 

29.4  Z,^*)  = 0 si  m>n 


AbouNon 

2 9.5  l\(x)  = -4 

29.6  L l(x)  = 2*  — 4 

2 9.7  L\(x)  = 2 

29.8  h\(x)  = -3x2  + 18*  - 18 

2 9.  9 L\(x)  = -6*  + 18 


29.  10  L:(z)  = - 6 

29.11  Z.«(x)  = 4 Xs  - 48*2  + 1442  - 

29.12  L\(x)  = 12*2-96z  + 144 

29.13  L:(z)  = 24x  - 96 

29.14  L:(x)  = 24 


29.  15 


(1 6 »! 


1 


I 
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POLINOMIOS  ASOCIADOS 


LAGUERRE 


29.  24 

Ln(x)  = (-1)"- 


Ln-n,  _ + 1)(»  ” »»)(«  " » “ 1) 

! r " i!  2! 

f 


29.25 


{Ln(x))*iX 


ifi 
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POLINOMIOS  DE  CHEBYSHEV 


160 


La  transformada  inversa  de  Laplace  de  fXs)  puede  encontrarse  directamente  por  los  metodos  de  la  teoria  de  las  va- 
riables complejas.  El  resultado  es 

32.2  F{t)  = ^•/C  + ’ «sl/(s)  ds  = «*'/<•)* 

donde  c ha  de  escogerse  de  tal  manera  que  todos  los  puntos  singulares  de  fls)  caigan  a la  izquierda  de  la  linea 
Re{s)  = c en  el  piano  complejo  s. 
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TRANSFORMADAS 


E LAPLACE 


174 


La  transformada  d 

33.13 


Fs(a)  = TS{f(x)}  = f " /(*>  sen  aX  dx 
transformada  inversa  de  Fourier  en  seno  de  Fgioi)  sera 

f(z)  = Ts'{fsM)  = l j F’(a>  sen  aX  da 


33.14 
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TRANSFORMADAS  DE  FOURIER 


TRANSFORMADAS  DE  FOURIEI 


{ANSFORMADAS  D 


n(I_  /o} 

fell 

de 

r 1 dv 

J0  (1  + » s« 

;n2  i)^\  — ki  sen®  6 = 

■*«  (i  + nv2)  V(1  - v2)(l  — kb)2) 

34.  7 

tan*  = 

n 20, 

» — 0 k sen  A 

cos  20, 

= sen  (20,  - 0) 

Lo  cual  da 

Flk.A\  - C 

* dt  2 

r , *■ 

•N 

1 - fe2  sen2  « 1 + fe 

Jo  Vi-*J  sen2*. 

donde  k, 
tales  que 

= 2Vfe/(l  + k). 

k < fc,  < fc2  < 

Por  aplicaciones  s 

fc3  < . . . < l dc 

ucesivas,  se  obtienen  las  si 
>nde  lim  kn  = 1.  Se  sig 

icesiones  fc,,  kt,  fcj,  . . . y 0,,  02.  0S»  ■ ■ ■ 

^k,k2k3.. 

■ r de  j 

F^777  intend  + ^ 

34.10 

k ~ — k 
*>  “ 1 + fc*  ' 

y/r^rt  \1 

2\fk, 

1 = l + kl’  ' ' ’ 1 

fc  Intan^4  + 2y 

+ = lim  0„ 

El  ant 

erior  resultado  se 

emplea  como  metodo  aproximado  para  hallar 

el  valor  de  F(k,  0). 

FORMULAS  PARA  LA  ADICION 

sn  («  + *)  = sn"  cn,v  J'fea  ^u'sJ",'  dnu 

«,<«+„>  = cnu  cn,v  jfc2sns“2;nvsn;";' dnv 


(u  + v)  ~ 


FUNCIONES  ELIPTICAS 
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FUNCIONES  NOTABLES  DIVERSAS 


DESIGUALDADES 


26'14  \f(x)g(x)\dx  S l/(*)l,’dzj  jj  |p(s)i<>da;j. 

en  la  que  1/p  + 1/q  = 1,  p > 1,  q > 1.  Si  p = q = 2,  esta  se  reduce  a ladesigualdad  36.13. 
La  igualdad  se  cumple  si  y solo  si  \f(x)\t~ll\g(x)\  es  constante. 


Si  p > 1, 

15  |J"  J/(*)  + 0(x)\v  d*j  s jj*  |/(*)|*,d*j  + jj'  \g(x)\r  dz  j> 

La  igualdad  se  cumple  si  y solo  si  f(x)/g(x)  es  constante. 


— - •(>-?)(■-£)(>-£)  • 

38.2  — - ('-$)(■-£)(.-£)- 

38.3  „h.  = «(l  + £)(l + £)(■  + £)  ••• 

38.4  — * (1+^(1+S|)(1  + ^)- 

38.3  A.  - -{(.+|).-}{(.+l).-}{(.  + f).-»} 
V6ase  edemas  16.12,  pagina  102. 

38.6  Joix)  = (»-§)(!-§)(!- 5)  •" 

donde  X!,  \2,  X3,  . . . son  las  rai'ces  positivas  de  Jq(x)  — 0. 

38.7  J,(X)  = *(l-§)(»-g)(l-§) 

donde  Xt,  X2,  X3,  . . . son  las  rai'ces  positivas  de  Jt  (x)  = 0. 

38.8  = COS  | cos  J cos  ! cos  ■ ■ ■ 


Este  ultimo  es  11a madoproc/ucfo  de  Wadi 


»-•*  dt 


Aw y 

vs  r(n/2)  J-A  «/ 


*<*>  = fr/irWjf  *11~l>/l*~t/*‘It 


r(^)w  f. 


J1  + n1t)-(,i  + *‘,/2  dt 


.89 


litro  (!)  = 1000  cm3  = 1,057  cuartillos  (qt)  = 61,02  pulg3  = 0.03532  pie* 

1 metro  cubico  (m3)  = 1000  I = 35.32  pies3 

1 pie  cubico  (pies)  = 7,481  galones  (E.E.  U.U.)  = 0.02832  m3  = 28,32  l 

1 galon  (E.E.  U.U.)  = 231  pulg3  = 3,785  i;  1 galon  britanico  = 1,201  galones  (E.E.  U.U.)  = 227,4  pulg« 

1 kilogramo  (kg)  = 2.2046  libras  av  (lb)  = 0,06852  slug;  1 lb  (av)  = 453,6  gm  = 0,03108  slug 
slug  = 32,174  lb  = 14,59  kg 

km/hi  = 0,2778  m/seg  = 0,6214  mi/hr  =0,9113  pies/seg 
mi/hr  = 1,467  pies/seg  = 1,609  km/hr  = 0.4470  m /seg 

1 gm/cm3  = 10”  kg/m3  = 62.43  lb/pie3  = 1,940  slug /pie3 
I lb/pie3  = 0,01602  gm/cm3;  1 slug/pie3=  0,5154  gm/cm3 

1 newton  (nt)  = 10s  dinas  = 0.1020  kgf  = 0.2248  Ibf 


Parte  II 


TABLAS 


LOGARITMOS  COMUNES 


(а)  log  0,236  - 9,3729  - 10  = -0.6271 

(б)  log  0,0236  = 8.3729  - 10  = -1.6271 
(c)  log  0,00236  = 7,3729  - 10  = -2,6271 


El  numero  0.3729  es  la  mantisa  del  logaritmo.  El  numero  que  acompana  a la  mantisa  [tales  como:  9 — 10, 
8 10,  6 7 — 10]  es  la  caracterfstica. 


EJEMPLOS  DE  PROBLEMAS  PARA  ILUSTRAR  EL  USO  DE  LAS  TABLAS 
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4.  Verifiquese  cada  uno  de  los  siguientes  logaritmos. 

(a)  log  87,2.  Mantisa  = 0.9405,  caracteristica  = 1;  entonces  log  87,2  = 1.9405. 

( b ) log  395.000  = 5.5966. 

(c)  log,00,0482.  Mantisa  = 0.6830,  caracterfstica  = 8-10;  entonces  logi00,0482  = 8,6830  ™ 10. 

(d)  log  0,000827  = 6,9175  - 10. 

5.  Hallese  log  4,638. 

Puesto  que  el  numero  tiene  cuatro  digitos,  tenemos  que  interpolar  para  hallar  la  mantisa.  La  mantisa  de 
log  4638  se  encuentra  entre  las  mantisas  de  log  4630  y de  log  4646  y es  mayor  que  la  mantisa  del  primero  en  0.8 
veces  la  diferencia  entre  las  dos  mantisas. 

Mantisa  de  log  4640  = 0,6665  Mantisade  log  4,638  = 0,6656  + (0,8)  (0,0009) 

Mantisa  de  log  4630  = 0,6656  = 0,6663  hasta  la  cuarta  cifra 

Diferencia  tabular  = 0,0009  Entonces  log  4,638  = 0.6663 

Si  asi  se  desea,  puede  emplearse  la  tabla  de  partes  proporcionales  de  la  pagina  202  para  obtener  directamente 
la  mantisa  (6656  + 7), 


(a)  log  183,2  = 2,2630  (2626  + 6) 

(b)  log  87,640  = 4,9427  (9426  + 2) 

(c)  log  0,2548  = 9.4062  - 10  (4048  + 14) 

(d)  log  0,009848  = 7,933  - 10  (9930  + 3) 


ANTILOGARITMOS  COMUNES 

7.  Hallese  (a)  antilog  1,7530,  (fc)  antilog  (7,7530  - 10). 

(a)  Tenemos  que  encontrar  el  valor  del0i.753<>  Puesto  que  la  mantisa  es  0,7530  miramos  de  arriba  hacia  abajo 
en  la  columna  de  la  izquierda  encabezada  con  una  p en  la  tabla  de  la  pagina  205  hasta  que  encontramos  los 
dos  primeros  digitos,  75.  Luego  proseguimos  hacia  la  derecha  hasta  encontrar  el  numero  5662  en  la  colum- 
na encabezada  con  un  3.  Puesto  que  la  caracteristica  es  1,  esto  quiere  decir  que  hay  dos  digitos  antes  de  la 
coma.  Entonces  el  numero  buscado  sera  56.62. 

(5)  A1  igual  que  en  (o)  encontramos  otra  vea  el  numero  5662  que  corresponde  a la  mantisa  0,7530.  Entonces, 
puesto  que  la  caracteristica  es  7 — 10,  el  numero  tendra  que  tener  dos  ceros  inmediatamente  despues  de  la 
coma.  Por  lo  tanto  el  numero  buscado  sera  0.005662. 

8.  Hdllese  antilog  (9,3842  - 10). 

La  mantisa  0.3842  se  encuentra  entre  0,3840  y 0,3850  por  lo  cual  tenemos  que  interpolar.  De  acuerdo  con  la 
tabla  de  la  pagina  204  tenemos, 

Numero  correspondiente  a 0,3850  = 2427  Mantisa  dada  = 0,3842 

Numero  correspondiente  a 0,3840  = 2421  Mantisa  menor  mas  proxima  = 0.3840 
Diferencia  tabular  = 6 Diferencia  = 0.0002 

Entonces  2421  + ^ (2427  - 2421)  = 2422  hasta  la  cuarta  cifra,  luego  el -numero  buscado  sera  0,2422. 
Este  problema  podria  resolverse  igualmente  con  ayuda  de  la  tabla  de  partes  proporcionales  de  la  pagina  204. 

(a)  antilog  2,6715  = 469.3 

( b ) antilog  9,6089— 10  = 0.4063 


15.930 


196 


EJEMPLOS 


PROBLEMAS  PARA  ILUSTRAR 


USO  DE 


TABLAS 


CALCULOS  QUE  SE  PUEDEN  EFECTUAR  MEDIANTE  EL  EMPLEO  DE  LOGAHITMOS 

10.  P = (.781268>B0431>.  log  P = log  784,6  t logo, 0431-  log  28,23. 

log  784,6  = 2.8947 
(+)  logO, 0431  = 8.6346  ~ 10 

11,5292-10 

(-)  log  28,23  = 1,4507 

log  P = 10,0785  - 10  = 0.0786.  Luego  P = 1,198. 

(784^(0, 0431)  (lO^^e^  = = 10«-  = lt198 

11.  P = (5,S95)8.  log?  = 8 log  5,395  = 8(0,7320)  = 5,8560,  y P = 717.800. 

12.  p = y/mj,  = (387,2)I/2,  logP  = £ log 387,2  = £(2,5879)=  1.2940  yP  = 19.68. 

13.  P = v^0, 08317  = (0,08317) 1/5.  log P = l log 0,083 17  = £(8,9200  - 10)=  £(48,9200  50)=  9,7840  - 10 

Y P =0,6081. 

, „ V0.003654  (18,37)3  , 

H.  P = 4_  ..  , log  P = 1 log 0,003654  + 3 log  18, 37 -(4  log  8, 724  + 1 log  743, 8) 

(8,724)’  \/ 743,8  ‘ 

Numerador  N Denominador  D 

£(7,5628-10)  4 log  8,724  = 4(0,9407)  = 3,7628 

£(17,5628  - 20)  = 8,7814-  10  £ log743,6  = £(2,8714)  = 0,7178 

3(1.2641)  = 3,7923  .Sumando:  log  D = 4,4806 

log  N = 12,5737-10 

log  N = 12,5737  - 10 
(— ) logD  = 4.4806 

log  P = 8,0931  - 10.  Entonces  P = 0,01239 

LOGAHITMOS  NATURALES  0 NEPERIANOS 

15.  Hallese  (a)  In  7,236,  (b)  In  836,2,  (c)  In  0,002548 

(a)  Empleese  la  tabla  de  la  pagina  225. 

In  7,240  = 1,97962 
In  7,230  = 1,97824 
Diferencia  tabular  = 0,00138 

Entonces  In  7,236  = 1,97824  + ^(0,00138)  = 1,97907 

Lo  anterior,  expresado  en  exponenciales,  significa  que  «i.S7807  — 7,236. 

(b)  A1  igual  que  en  la  parte  (a),  encontramos  lo  siguiente: 

In  8,362  = 2,12346  + $2.12465  - 2,12346)  = 2,12370 

Entonces 

In  836,2  = In  (8,362  x 102)  = log  8,362  + 2 In  10  = 2,12370  + 4,60517  = 6,72887 
Lo  anterior,  expresado  en  exponenciales,  significa  que  c6,72887  — 836,2, 

(c)  A1  igual  que  en  la  parte  (a)  encontramos  lo  siguiente: 

In  2,548  = 0,93216  + ^(0, 93609  - 0,93216)  = 0,93530 

Entonces 

In  0,002548  = In  (2,548  X 10~3)  = In  2,548  - 3 In  10 


£ log  0,003654  = 

3 log  18,37  = 

Sumando: 


= 0,93530  - 6,90776  = -6.97246 
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FUNCIONES  TRIGONOMETRICAS  (GRADOS  Y MINUTOS) 

16.  Hallese  (a)  sen  74"2.T,  ((,)  cos  35"42',  (c)  tan  82"56\ 

(a)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  206. 

sen  74°30'  - 0,9636 
sen  74°20'  = 0,9628 
Diferencia  tabular  ~ 0,0008 

Entonces  sen  74°  23'  = °>9628  + -(0.0008)  = 0.9630 

(b)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  207. 

cos  35°40'  = 0,8124 
COS  35°  50'  = 0,8107 
Diferencia  tabular  = 0.0017 

Entonces  C0S  35’42’  = 0.8124  - ^(0,0017)  = 0,8121 

0 COS  35°42'  = 0.8107  + ^(0,0017)  = 0,8121 

(c)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  208. 

tan  82° 60'  = tan83°0'  - 8.1443 
tan  82°50'  = 7,9530 

Diferencia  tabular  = 0,1913 

Entonces  tan  82°56'  = 7.9530  + ^(0,1913)  = 8,0678 


17.  Hallese  (a)  cot  45"16\  (b)  sec  73°48',  (c)  CSC  28“33' 
(a)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  209. 


cot  45°10'  = 0.9942 


(b)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  210. 


Diferencia  tabular  = 0,0058 
45°16'  = 0.9942  - JL  (0,0058)  = 0,9907 
45°16'  = 0.9884  + JL (0,0058)  - 0,9907 


sec  73°50'  = 3,592 
sec  73°40'  = 3,556 


Diferencia  tabular 


Entonces  sec  73°48'  = 3,556  + (0,036)  = 3,585 

(cl  Vease  la  tabla  de  la  pagina-  211. 

CSC  28° 30'  = 2,096 
esc  28°40'  = 2,085 
Diferencia  tabular  = 0,011 

JL  (0,011)  = 2,093 
+ -jXjtO.Oll)  = 2,093 


Entonces 


2,096 
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FUNCIONES  TRIGONOMETRICAS  RECIPROCAS  (GRADOS  Y MINUTOS) 

18.  Hallese  (a)  sen"' (0,2143),  (b)  cos “ 1 (0,5412), (c)  tan"'  (1.1536). 


(a]  Vease  la  tabla  de  la  pagina  206. 


cado  sera  12»20'  + J(IO')  = 12"22,5'. 
(6)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  207. 


cos-*  (0,5412)  = 57°20'  - 
cos-'  (0.5412)  = 57°10' 
le  la  pagina  208. 


sen  12°20'  = 0,2136 
:ia  tabular  = 0,0028 

de  la  diferencia 


COS  57°10'  = 0,5422 
cos  57°20'  = 0,5398 
Diferencia  tabular  = 0,0024 
0,5412  — 0,5398, 


0,2136  y 0.2164,  el  angulo 


0.0024 
0,5422  — 0,5 


'(10')  = 57°14,2' 
(10')  = 57°14,2' 


n 49°10'  = 1,1571 
.n  49  °0'  = 1.1504 


m-'  (1,1536)  = 49°0' 


1,1536  — 1,1504  (IQ’) 
0.0067 


FUNCIONES  TRIGONOMETRICAS  Y TRIGONOMETRICAS  RECIPROCAS  (RADIANES) 

19.  Hallese  (a)  sen  (0,627),  (ft)  COS  (1,056).  (c)  tan  (0,153). 

(n)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  213. 

sen  (0,630)  = 0.58914 
sen  |0,620)  = 0,58104 
Diferencia  tabular  - 0,00810 

Entonces  sen  (0,617)  = 0,58104  + ^(0,00810)  = 0.58671 

(ft)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  214. 

COS  (1,050)  - j, 49757 
COS  (1,060)  0,48887 

Diferencia  tabular  = 0,00870 

Entonces  COS  (1,056)  - 0,49757  - ^(0,00870)  = 0,49235 

0 cos  (1,056)  = 0,48887  + JL(0, 00870)  = 0.49235 

(c)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  212. 

tan  (0,160)  = 0,16138 
tan  (0,150)  = 0.15114 
Diferencia  tabul  ar  = 0.  01024 

Entonces  tan  (0,153)  = 0,15114  + ^(0,01024)  = 0,15421 

Se  procede  en  forma  similar  con  las  otras  funciones  trigonometricas. 
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20.  Hallese  sen-1  (0,512)  en  radianes. 

Vease  la  tabla  de  la  pagina  213. 

sen  (0.5401  = 0,51414 
sen  (0,530)  - 0.50553 
Diferencia  tabular  — 0.00861 

Entonces  sen-1  (0,512)  = 0,530  (0,01)  “ 0,5375  radianes 

Se  precede  en  forma  similar  co”  las  otras  funciones  trigonometricas  reciprocas. 

LOGARITMOS  COMUNES  DE  LAS  FUNCIONES  TRIGONOMETRICAS 

21.  Hallese  (a)  log  se”  63-17',  (5)  log  COS  48°44', 

(a)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  217. 

log  sen  63°20'  = 9,9512  - 10 
log  se”  63°10'  = 9,9505  - 10 
Diferencia  tabular  — 0,0007 

Entonces  log  sen63°17'  = 9,9505  - 10  + ^(0,0007)  = 9.9510  - 10 

(b)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  219. 

log  cos  48°40'  - 9,8198  - 10 
log  COS  48°50'  = 9,8184  - 10 
Diferencia  tabular  — 0,0014 

Entonces  logcoa48°44'  = 9.8198-10  - .^(0,0014)  = 9,8192  - 10 

0 log  COS  48°44'  = 9.8184  - 10  + JL(0,0014)  = 9,8192  - 10 

Se  precede  en  forma  similar  para  hallar  los  logaritmos  de  las  otras  funciones  trigonometricas.  Observese  que 
log  sec  * = -log  COS  X,  log  cot  % = -log  tan  x,  log  CSC  % = -log  sen  X. 

22.  Si  log  tan  I = 9,6845  - 10,  hallese  | 

Vease  la  tabla  de  la  pagina  220. 

log  tan  25°50'  = 9,6850  ~ 10 
log  tan  25°40'  = 9.6817  10 

Diferencia  tabular  = 0,0033 

Entonces  * = 25°40'  + (10')  = 25°48,5' 

CONVERSION  DE  GRADOS,  MINUTOS  Y SEGUNDOS  EN  RADIANES 

23.  Conviertase  75"28'47"  en  radianes. 

Vease  la  tabla  de  la  pagina  223. 

70°  - 1,221730  radianes 

5 3 = 0,087267 

20’  s 0,005818 

8’  - 0,002327 

40”  - 0,000194 

7"  - 0,000034 

75°  28'  47”  = 1,31 7370  radianes 


Sumando, 
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CONVERSION  DE  RADIANES  EN  GRADOS,  MINUTOS  Y SEGUNDOS 

24.  Conviertase  2,547  radianes  en  grados,  minutos  y segundos. 

Vease  la  tabla  de  la  pagina  222. 

2 radianes  - 114°  35’  29,6" 

0.5  = 28°  38’  52.4” 

0,04  = 2°  1 7 ’ 30,6" 

0,007  - 0°  2 4’  3,9" 

Sumando,  2,547  radianes  = 144°  114’  116.5”  = 145°  55’  56,5" 

CONVERSION  DE  RADIANES  EN  FRACCIONES  DE  GRADO 

25.  Conviertase  1,382  radianes  en  grados. 

Vease  la  tabla  de  la  pagina  222. 

1 radian  = 57,2958° 

0.3  = 17,1887° 

0,08  = 4,5837° 

0,002  = 0,1146° 

Sumando,  1,382  radianes  = 79,1828° 

FUNCIONES  HIPERBOLICAS  Y EXPONENCIALES 

26.  HAllese  <«)  (b)  «-«». 

(o)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  226. 

e5.ao  = 200,34 

eS,M  = 181,27 

Diferencia  tabular  — 19,07 

Entonces  = 181.27  + ^(19,07)  = 188,90 

( b ) V6ase  la  tabla  de  la  pagina  227. 

- 0.86071 
0.160  = 0.85214 
Diferencia  tabular  = 0,00857 

Entonces  e-».‘W  = 0,86071  - ^(0,00857)  = 0,85385 

0 e-0.1M  = 0.85214  + Jj(0, 00857)  = 0.85385 

27.  Hallese  (a)  senh  (4,846).  (6)  sech  (0,163). 

(а)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  229. 

senh  (4,850)  = 63,866 
senh  (4,840)  = 63,231 
Diferencia  tabular  = 0,635 

Entonces  senh  (4,846)  = 4,840  + JL(0,635)  = 6,221 

(б)  Vease  la  tabla  de  la  pagina  230. 

cosh  (0,170)  = 1,0146 
cosh  (0,160)  = 1,0128 
Diferencia  tabular  = 0,0017 

Entonces  COSh  (0.163)  = 1.0128  + ^(0,0017)  = 1.0133 

y por  lo  tanto  sech  (0,163)  = Znfrms,  = LoW  = °'$868? 
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28.  Hallese  tanh  (0,71423). 

Vease  la  tabla  de  la  pagina  232. 

tanb  (0,900)  = 0.71630 
tanh  (0,890)  =:  0.71139 
Diferencia  tabular  = 0,00491 

Entonces  tanh  “ 1 (0,71423)  = 0,890  +-Q'714^3 ~4”j7U39  (10)  = 0,8958 

INTERESES  Y ANUALID ADE  S 

29.  Un  hombre  deposita  en  el  banco  $2800  a un  interes  compuesto  del  5f<  capitalizable  trimestralmente.  ^Cual  sera 
la  cantidad  acumulada  al  cabo  de  8 anos? 

Hay  un  total  de  n =8*4=*  32  periodos  de  pago  a la  tasa  de  interes  de  r = 0,05/4  = 0,0125  por  cada  perio- 
do.  Por  consiguiente  el  monto  sera  de 

A = $2800(1  + 0,0125)32  = $2800(1,4881)  = $4166,68 

de  acuerdo  con  los  datos  obtenidos  en  la  tabla  de  la  pagina  240. 

30.  Un  hombre  desea  reunir  $12,000  al  cabo  de  10  anos.  <,Cuanto  dinero  tendra  que  colocar  fl  una  tasa  de  interes 
compuesto  del  6 c/c  capitalizable  semestralmente? 

El  problema  nos  pide  hallar  el  valor  actual  Pque,  al  cabo  de  10  anos,  ascendera  a la  cantidad  de  M = $12,000. 
Puesto  que  hay  un  total  de  10»2“20  periodos  de  pago  ala  tasa  de  interes  de  r ss  0,06/2  = 0,03 
por  cada  periodo,  el  valor  presente  sera  de 

P = $12,000(1  + 0,03)“ 20  = $12,000(0,55368)  = $6644,16 

de  acuerdo  con  la  tabla  de  la  pagina  241. 

31.  Un  hombre  invierte  $500  anuales  al  final  de  cada  ano.  Si  la  tasa  de  interes  compuesto  es  del  4%  y los  intereses 
son  capitalizables  anualmente,  £a  cuanto  ascendera  la  cantidad  acumulada  al  cabo  de  20  anos? 

En  este  caso  r ss  0,04,  fl  = 20  y la  cantidad  acumulada  sera  de  [vease  la  tabla  de  la  pagina  242], 

$500  [(1  + °o°(^20  ~ X]  ~ *500(29,7781)  = $14,889,05 


32.  ^Cu&l  es  el  valor  presente  de  una  serie  uniforme  de  pagos  de  $120  cada  uno  hechos  al  final  de  cada  periodo  de 
3 meses  durante  12  anos  al  6^c  de  interes  compuesto  capitalizando  los  intereses  trimestralmente? 

En  este  caso  hay  ft  = 4 *12  = 48  periodos  de  pago,  f = 0,06/4  = 0,015  y el  valor  presente  es  de 

fl  - (1,01 5)~48|  . 

? L °-015  ! 

de  acuerdo  con  la  tabla  de  la  pagina  243. 


$120(34,0426)  = $4085,11 


TABLA 


) 0,0029  0,0058  0.0087  0,0116  0,0145 

5 0,0204  0,0233  0,0262  0.0291  0,0320 

0,03  7 8 0,04  0 7 0,04  3 6 0,0465  0,0494 
0.0557  0,058  1 0,0610  0,0640  0.0669 
i 0.0727  0,0766  0.0785  0,0814  0,0843 

l 0.0901  0,0929  0.0950  0,0987  0.1016 

5 0.1074  0,1103  0.1137  0.1161  0.1190 

3 0.1248  0,1276  0,130  5 0.1334  0,1363 

i 0,142  1 0,144  9 0.1478  0,150  7 0,1536 

1 0.1593  0,1622  0,1650  0.1679  0,1708 


0,1765  0.1794  0.1822  0.1851  0,1880 

0.1937  0,196  5 0.1994  0,20  2 2 0,2051 

0,21  08  0,7136  0,2  1 64  0,2  1 93  0.2221 

0.227!  0,2306  0,2334  0,2363  0,2391 

0,2447  0,2476  0,2504  0,2532  0,2560 

i 0,2616  0,2644  0.2672  0,2700  0,2728 

0.2784  0,2812  0,2840  0,2868  0,2896 

1 0,29  5 2 0,29  7 9 0,30  0 7 0,3035  0.3062 

0,3118  0,3145  0.3173  0,3201  0,3228 

0.3283  0.3311  0,3338  0.3365  0,3393 


0,7071  0,7092  0,7112  0,7133  0,7153  0.7173 

0,7193  0,7214  0,7234  0,7254  0,7274  0,7294 

0,7314  0,7333  0,7353  0,7373  0,7392  0,7412 

0,743  1 0,74  5 1 0.7470  0,74  9 0 0,75  0 9 0,75  28 

0,7547  0,7566  0,7585  0,7604  0,7623  0,7642 

0,7660  0,7679  0,7698  0,7716  0,7735  0,7753 

0,7771  0,7790  0,7808  0,7826  0,7844  0,7862 

0,7880  0,7898  0,7916  0,7934  0,7951  0,7969 

0.7986  0.8004  0,802  1 0,80  39  0,8056  0,80  73 

0,8090  0.8107  0,8124  0,8141  0,8158  0,8175 

0,8192  0,8208  0.8225  0,8241  0,8258  0,8274 

0,8290  0,8307  0,8323  0,8339  0,8355  0,8371 

0,8387  0,8403  0,8418  0,8434  0,8450  0.8465 

0,8480  0,8496  0,8511  0,8526  0,8542  0.8557 

0,0572  0,8587  0,8601  0,8616  0,8631  0,8646 

0,86  6 0 0.8675  0,8689  0,8704  0,8718  0,8732 

0,8746  0,8760  0,8774  0,8788  0,8802  0,8816 

0,8829  0,8843  0,8857  0,8870  0,8884  0,8897 

O.ljiff  0.8923  0,8936  0,8949  0,8962  0,8975 

0.8988  0,900  1 0,90  1 3 0,9  0 2 6 0,9  0 3 8 0,90  51 

0,9063  0,9075  0,9088  0,9100  0,9112  0,9124 

0,9135  0,9147  0,9159  0,9171  0,9182  0,9194 

0,9205  0,9216  0,9228  0,9239  0,9250  0,9261 

0,9272  0,9283  0,9293  0,9304  0,9315  0,9325 

0,9336  0.9346  0,9356  0,9367  0,9377  0,9387 

0,9397  0,9407  0,9417  0,9426  0,9436  0,9446 

0,9455  0,9465  0,9474  0,9483  0,9492  0,9502 

0,9511  0,9520  0,9528  0,9537  0,9546  0,9555 

0.9563  0,95  7 2 0,9  5 8 0 0,9  5 8 8 0,9  596  0,9605 

0,9613  0,9621  0,9628  0,9636  0,9644  0,9652 

0,9659  0,9667  0,9674  0,9681  0,9689  0,9696 

0,9703  0,9710  0,9717  0,9724  0,9730  0,9737 

0,9744  0,9750  0,9757  0,9763  0,9769  0,9775 

0,9781  0,9787  0,9793  0,9799  0,9805  0,9811 

0,9816  0,9822  0,9827  0.9833  0,9838  0,9843 

0,98  4 8 0,9  8 5 3 0,9  8 5 8 0,98  6 3 0,9808  0,98  72 

0,98  7 7 0,98  8 1 0,9  8 8 6 0.9890  0,9  8 9 4 0,9899 

0,99  0 3 0,99  0 7 0,9911  0.9914  0,99  1 8 0,99  22 

0,9925  0,9929  0,9932  0,9936  0,9939  0,9942 

0,99  4 5 0.99  4 8 0,99  5 1 0,9  9 5 4 0,9  9 5 7 0.9959 

0,9962  0,9964  0,9967  0,9969  0,9971  0,9974 

0,9976  0,9978  0,9980  0,9981  0,9983  0,9985 

0,9980  0,9988  0,9989  0,9990  0,9992  0,9993 

0,9994  0,9995  0,9996  0,9997  0,9997  0,9998 


EfliiSB 

gn 

Wm 

X ; 

fills 

SS 

1 

* O'  20'  30'  40'  SO- 

z 

O'  10'  20'  30'  40'  50' 

0°  : „eb4t)  1,0000  i,ooaa:  1,0000  0,9999  0,9999 

45° 

1,7071 

0,7050 

0,7030 

0,7009 

0,0988 

0, 0907 

1 0,99  9 8 0,9  9 9 8 0,999  7 0,99  9 7 0,9996  0.9995 

46 

1,6947 

0,6926 

0,6905 

0,6884 

0,6862 

0,6841 

2 0,9994  0,9993  0,9992  0,9990  0.9989  0,9988 

47 

1,6820 

0,6799 

0,6777 

0.0750 

0,6734 

0,6713 

3 0,9986  0,9985  0,9983  0,9981  0,9980  0,9978 

48 

1,6691 

0,6670 

0,6648 

0,6626 

0,6604 

0.6583 

4 0,9976  0,9974  0,9971  0,9969  0,9967  0,9964 

49 

>,6561 

0.0539 

0.6517 

0.6494 

0,6472 

0.0450 

5°  0,99  6 2 0,99  5 9 0,99  5 7 0.9954  0,99  51  0.9948 

50° 

1,6428 

0,6406 

0,6383 

0,6361 

0,6338 

0,6316 

6 0,9945  0,9942  0,9939  0,9936  0,9932  0,9929 

51 

1,6293 

0,6271 

0,6248 

0.6225 

0.6202 

0,6180 

i 0,9925  0,9922  0,9918  0,9914  0,9911  0,9907 

52 

1,6157 

0,6134 

0.6111 

0,6088 

0,6065 

0,6041 

8 0,9903  0,9899  0,9894  0,9890  0,9886  0,9881 

53 

1,6018 

0,5995 

0,5972 

0,5948 

0,5925 

0,5901 

9 0,9877  0,9872  0,9868  0,9863  0,9858  0.9853 

54 

>,5878 

0,5854 

0,5831 

0,5807 

0,5783 

0,5760 

10°  0,9848  0,9843  0,9838  0,9833  0,9827  0.9822 

55° 

),5736 

0,5712 

0,5688 

0,5664 

0.5040 

0. 6616 

11  0,9816  0,9811  0,9805  0,9799  0,9793  0,9787 

50 

),5592 

0,5568 

0,5544 

0.5519 

0,5495 

0,5471 

12  0,9781  0,9775  0,9769  0,9763  0,9757  0,9750 

57 

),5446 

0,5422 

0.5398 

0.6373 

0,5348 

0,5324 

S 0,9744  0,9737  0,9730  0,9724  0,9717  0,9710 

58 

),5299 

0,5275 

0,6250 

0,5225 

0.6200 

0,5175 

14  0,9703  0,9696  0,9689  0,9681  0,9674  0,9667 

59 

),5150 

0,5125 

0,5100 

0.6075 

0,5050 

0,5025 

15°  0,9659  0,9652  0,9644  0,9636  0,9628  0,9621 

60° 

1,5000 

0,4975 

0,4950 

0.4924 

0,4899 

0,4874 

16  0,9613  0,9605  0,9596  0.9588  0,9580  0,9572 

61 

1,4848 

0,4823 

0,4797 

0,4772 

0,4746 

0,4720 

11  0,9563  0,9555  0,9546  0,9537  0,9528  °’9520 

62 

1,4695 

0,4669 

0,4643 

0,4617 

0,4592 

0,4566 

18  0,9511  0,9502  0,9492  0,9483  0,9474  °-9465 

63 

1,4540 

0,4514 

0,4488 

0.4462 

0,4436 

0.4410 

19  0,9455  0,9446  0,9436  0,9426  0,9417  0,9497 

64 

1,4384 

0,4358 

0,4331 

0,4305 

0,4279 

0.4253 

20°  0,9397  0,9387  0,9377  0,9367  0,9356  0,9346 

65° 

1,4226 

0,4200 

0.4173 

0,4147 

0.3987 

0,4120 

0,4094 

11  0,9336  0,9325  0,9315  0,9304  0,9293  0,9283 

66 

1,4067 

0,4041 

0.4014 

0.3961 

0,3934 

2 2 0,9272  0,9261  0,9250  0,9239  0,9228  0,9216 

67 

9,3907 

0,3881 

0,3854 

0,3827 

0.3800 

0.3773 

2 3 0,9205  0,9194  0,9182  0,9171  0,9159  0,9147 

68 

9,3746 

0,3719 

0,3692 

0,3665 

0.3638 

0,3611 

2 4 0,9135  0,9124  0,9112  0,9100  0,9088  0,9075 

69 

9,3584 

0,3557 

0,3529 

0,3502 

0,3476 

0,3448 

25°  0,9063  0,9051  0,9038  0,9026  0,9013  0,9001 

70 c 

0.3420 

0,3393 

0,3365 

0,3338 

0 3311 

0,3288 

2 6 0,8988  0,8975  0,8962  0,8949  0,8936  0,8923 

71 

0,3256 

0,3228 

0,3201 

0,3173 

0,3145 

0.3113 

2 7 0,8910  0,8897  0,8884  0.8870  0,8857  0,8843 

72 

0,3090 

0,3062 

0,3035 

0.3007 

0,2979 

0,2965 

2!  0,8829  0,8816  0,8802  0,8788  0,8774  0,8760 

73 

0,2924 

0,2896 

0,2868 

0,2840 

0.2812 

0,2784 

2 9 0,8  7 4 6 0,8  7 3 2 0,8718  0.87  0 4 0.6689  0,86  7 6; 

74 

0.2756 

0,2728 

0,2700 

0,2672 

0.2644 

0,2618 

30°  0,86  6 0 0.8646  0,8631  0,8616  0,860  1 0,85  87 

75 c 

0,2588 

0,2660 

0.2532 

0,2504 

0,2476 

0,2441 

31  0,8572  0.8557  0.8542  0,8526  0,8511  0,84961 

76 

0,2419 

0,2391 

0,2363 

0,2334 

0.2306 

0,2278 

3 2 0.8480  0,8465  0,8450  0.9939  0,8418  0,84031 

77 

0,2250 

0,2221 

0,2193 

0,2164 

0,2136 

0,2108 

3 3 0,8387  0.8371  0.8355  0,8339  0,8323  0,8307 

78 

0,2079 

0,2051 

0,2022 

0,1994 

0,1965 

0,1931 

3 4 0.8290  0,82  7 4 0,82  5 8 0,824  1 0,82  2 5 0,8206! 

79 

0.1 

0.1880 

0,1851 

0,1822 

0,1794 

0,176f 

35°  0,8  1 92  0,8  1 75  0.8158  0,8141  0,8124  0,8107 

80  ‘ 

0,1736 

0,1708 

0,1679 

0,1650 

0.1622 

0,109: 

3 6 0.8090  0,8073  0,8056  0,8039  0,8021  0,8004 

81 

0,1564 

0,1536 

0,1507 

0,1478 

0. 1449 

0,1421 

3 7 0.7986  0,7969  0,7951  0,7934  0,7916  0,7898! 

82 

0,1392 

0,1363 

0,1334 

0,1305 

0,1276 

0,1241 

3!  0,7880  0,7862  0,7844  0,7826  0,7808  0,7790 

83 

0,1219 

0,1190 

0.1161 

0,1132 

0,1103 

0,107' 

39  0,7  77  1 0,7753  0.77  3 5 0,771  6 0,76  9 8 0,76  79 

84 

0,1045 

0J016 

0,0987 

0,0958 

0.0929 

0.0901. 

40"  0.7660  0,7642  0.7623  0,7604  0,7585  0,756(5 

85' 

0,0872 

0,0843 

0,0814 

0,0785 

0,0756 

0,  072' 

41  0,7547  0,7528  0,7509  0,7490  0,7470  0,7451 

86 

0,0698 

0,0669 

0,0640 

0,0610 

0,0581 

0,066: 

42  0,7431  0*7412  0,7392  0,7373  0,7353  0,733:3 

87 

0,0523 

0,0494 

0,0465 

0,0436 

0,  0407 

0,0371 

43  0,7314  0,7294  0,7274  0,7254  0,7234  0,721-1 

88 

0,0349 

0,0320 

0,0291 

0,0262 

0,0233 

0,020- 

44  0,71  93  0,71  73  0,7  1 53  0,7133  0,7112  0,709:  > 

89 

0,0175 

0.0145 

0,0116 

0,0087 

0.  006! 

0,002! 

45°  0,707  1 0,7050  0,70  3 0 0,70  0 9 0 6 9 8 8 0,696:? 

90‘ 

0,0000 

’ 0,0875  0,0904  0,0934  0,0963  0 

0.1051  0,1080  0.1110  0.1139  (), 

0.122!  0,1257  0.1287  0.1317  0.' 

0,1405  0,1135  0.1465  0,1195  0. 

0.1584  0,1614  0.1644  0,1673  0. 

5 0.1763  0.1793  0.1823  0.1853  0 

0,1944  "0,1974  0.2004  0.2035  0 

0 . 2126.  0.2156  0,2186  0,2217  0. 

0,2309  0,2339  0.2370  0,2101  0, 

0.2493  0,2524  0.2555  0,2586  () 

3 0.2679  0,2711  0.2742  0,2773  0, 

0,2867  0,2899  0.2831  0.2962  0 

0.3057  0,3089  0,3121  0,3153  0 

0.3249  0.3281  0,3314  0,3346  0 

0.3443  0.3476  0.3508  0,3541  0 

3 0,3640  0,3673  0.3706  0,3739  0 

0.3839  0,3872  0.3906  0,3939  0, 

0.4040  0,4074  0,4108  0,4142  0, 

0.4245  0,4279  0.4314  0,4346  0, 

0.4452  0,4487  0.4522  0,4557  0. 

3 0.1663  0,4699  0,4734  0,4770  0 

0.4077  0,4913  0.4950  0,4986  0, 

0,5095  0.5132  0.5169  0.5206  0 

0,53  1 7 0,5354  0,53  9 2 0,5430  0 

0,5543  0,5581  0.5615  0,5658  0 


1.0000  1.0058  1,0117  1,0  1 76  1,02  35  1,02  9 5 

1.0  3 5 5 1,04  1 6 1.0477  1,05  38  1,05  9 9 1,0  661 

1.0724  1.0786  1.0650  1 . 0913  1,0977  1,1041 

1.1106  1,1171  1,1237  1.1303  1,1369  1,1436 

1.1504  1.1571  1,1640  1,1708  1.1778  1,1847 

1.1918  1.1988  1.2059  1.2131  1,2203  1,2276 

1.2349  1.2423  1.2197  1.2572  1,2647  1.2723 

1.2799  1,2876  1.2954  1,3032  1.3111  1,3190 


370  1,4460  1,4550  1.4641  1,4733 

919  1.5013  1.5108  1,5204  1,5301 

.497  1,5597  1.5697  1,5798  1,5900 

1,62  1 2 1,63  1 9 1,64  2 6 1.6534 


1.7321  1.7437  1.7556  4,7675  1.7796  1,79  1 7 

1.8040  1,8165  1,8291  1,84  1 8 1,8  5 46  1,86  76 

1.8607  1,8940  1.9074  1,9210  1,9347  1,9486 

1,9  6 26  1,9  7 68  1,99  1 2 2.0057  2,02  0 4 2,03  53 

2.0503  2.0655  2,0809  2.0965  2,1123  2,1283 

2,14  4 5 2. . 1 60  3 2.1775  2,194  3 2,2113  2,2286 

2.2460  2.2637  2,2817  2,2998  2,3183  2,3369 

2.3559  2,3750  2,3945  2,4142  2,4342  2,4545 

2,4  7 5 1 2,4  9 6 0 2,5  1 72  2.5386  2,56  0 5 2.5826 

2.6051  2.6279  2,6511  2.6746  2,6985  2,7228 

2.7475  2,7725  2,7980  2,8239  2,8502  2,8770 

2.9042  2,9319  2.9600  2,9887  3,0178  3,0475 

3,0777  3.1084  3.1397  3,1716  3,2041  3,2371 

3.2709  3.3052  3,3402  3,3759  3,4124  3,4496 

3,4874  3,5201  3,5656  3,6059  3,6470  3,6891 

3.7321  3.7760  3.8208  3.8667  3.9136  3,9617 

4.0108  4,0611  4.1126  4.1653  4,2  1 9 3 4,27  47 

4.3315  4.3807  4.4494  4,5107  4,5736  4,6382 

4.7046  4,7729  4.8430  4,9152  4,9894  5.0658 

5,1446  5,2257  5,3093  5,3955  5,4845  5,5764 

5,6713  5,7694  5.8708  5.9758  6,0844  6,1970 

6.3138  6.4348  6.5606  6,6912  6.8269  6,9682 

'7.1154  7. 28?, ';7, 4287  7,5958  7,7704  7.953C 


343,77  171,8a  114,59  85,940 


11,430  11,059  10,712  18,385  13, 075  9 7882 

3.5144  9,2553  9,0098  8,7769  8,5555  8,3450 

3,1443  7,9530  7,7704  7,5958  7,4287  7,2687 

7,1154  6,9682  6,8269  6,6912  6,5606  6,4348 

5,3138  6,1970  6.0844  5,9758  5,8708  5,7694 


5,6713  5,5764  5,4845  5,3955  5,3093  5,2257 

5.1446  5,0658  4,989  4 4,9  1 52  4,84  3 0 4,7729 

4,7046  4,6382  4,5736  4,5107  4,4494  4,3897 

4,3315  4,2747  4,2193  4,1663  4,1126  4,0611 

4,0108  3.9617  3,9136  3,8667  3,8208  3,7760 

3,7321  3,6891  3.6470  3,6059  3,5656  3,5261 

3,4874  3,4495  3.4124  3,37  5 9 3,3402  3. 3052 

3,2709  3,2371  3,2041  3,1716  3.1397  3,1084 

3,0777  3,0475  3,0178  2,9887  2,9600  2,9319 

2.9042  2,8770  2.8S02  2,8239  2,7980  2,7725 

2,7475  2,7228  2,6985  2,6746  2. 6511  2,6279 

2,6051  2,5826  2.5605  2,5386  2,5172  2,496C 

2,4751  2,4545  2,4342  2.4142  2,3945  2,3750 

2,3559  2,3369  3,3183  2,2998  2,2817  2,2631 

2,2460  2,2286  2,2113  2,1943  2,1775  2, 160£ 

2,1445  2,1283  2,1123  2,0965  2,0809  2,065E 

6.0503  2,0353  2,0204  2,0057  1,9912  1,9766 

1,9626  1,9486  1,9347  1,9210  1,9074  1,894( 

1,8807  1.0676  1.8546  1,8418  1,8291  1.8161 

1,8040  1,791  7 1.7796  1,76  75  1,75  56  1,7437 

1,7311  1,7205  1,7090  1,6977  1,6864 

1,6643  1,6534  1,6426  1,6319  1,6212  MIOjf 

1.6003  1.5901)  1,5798  1,5697  1,5597  1,549; 

1,5399  1,5301  1,5204  1,5  1 08  1,501  3 1,491: 

1,4826  1,4733  1,4641  1,4550  1.4460  1,437( 

1,4181  1,4193  1.4106  1,4019  1,3934  1,3841 

1,3764  1,36  80  1,35  97  1,35  1 4 1,34  32  1,3353 

1.3270  1,3190  1,3111  1,3032  1,2954  1,2874 

1,2799  1,2723  1,2647  1,2572  1,2497  1,242: 

1,2349  1,2276  1,22  03  1.2131  1.2059  1,1986 

1.1918  1,1847  1,1778  1,1708  1,1640  1,1571 

1.1504  1,1436  1,1369  1,1303  1,123  7 1,1171 

1.1106  1,1041  1,0977  1,09  1 3 1.0850  1,0780 

1,0724  1.0661  1,0599  1,05  38  1,04  77  1,0410 

1,0355  1,0295  1.0235  1.0176  1,0117  1.0056 


1.000  (1,9942  0,9884  0,9827  0,9770  0 
9657  0,9601  0,95  4 5 0,94  9 0 0.9435  0 

9 3 2 5 0.9271  0.9217  0,9  1 63  0,9110  0 

9004  0,8952  0,8899  0,8847  0,8796  0 

8693  0,8642  0,8591  0,8541  0,8491  0 

8391  0,8342  0.8292  0,8243  0,8195  0 

8098  0,8050  0,8002  0,7954  0,7907  0 

7813  0,7766  0,1720  0,7673  0,7627  0 

7536  0,7490  0,7445  0,7400  0,7355  0 

72  6 5 0,722  1 0,7177  0,7  1 3 3 0.7060  0 

7002  0,69  5 9 0.6016  0,68  7 3 0,68  30  c 

6745  0,6703  0,6661  0,6619  0,6577  ( 

6494  0,6453  0,6412  0.6371  0,6330  C 

6249  0,6208  0,6168  0,6128  0,6088  C 

6009  0,5969  0,5930  0,5890  0,5851  ( 

5774  0,5735  0,5696  0,5658  0,5619  ( 

5543  0,5505  0,5467  0.5430  0,5392  ( 

5317  0,5280  0,5243  0. 5206  0,5169  ( 

5095  0,5059  o’5022  0,4986  0,4950  C 

4877  0,4841  0.4806  0,4770  0,4734  < 


0,4663  0,4628 
0,4452  0,4417 
0,4245  0,4210 
0,40  4 0 0,4000 
0.3839  0,3805 


0,2679  0,2648  ( 
0,2493  0,2462  ( 
0,2309  0,2278  ( 
0,2126  0,2095  ( 
0,1944  0,1914  ( 

0,1763  0,1733  < 
0,1584  0,1554  C 
0,1405  0,1376  ( 
0,1228  0,1198  ( 
0.1051  0.1022  ( 

0,0875  0,0846  1 
0,0699  0,0670  ( 
0,0524  0,0495  ( 


I 0,4592  0,4557  0,4522  0,4487 

7 0,4  3 8 3 0,4348  0,43  1 4 0,4279 

) 0,4176  0,4142  0,4108  0,4074 

0,39  7 3 0,39  3 9 0.3906  0,3872 

i 0,3772  0,3739  0,3706  0,3673 

’ 0,3574  0,3541  0,3508  0.3476 

; 0,3378  0,3346  0,3314  0,3281 

' 0,3185  0,3153  0,3121  0,3088 

i 0,2994  0,2962  0,2931  0,2899 

I 0,28  0 5 0,27  7 3 0.274  ! 0.2711 

! 0,2617  0,2586  0,2555  0,2524 

3 0,2432  0,2401  0,2370  0,2339 

i 0,2247  0.2217  0.2186  0.2156 

) 0,20  6 6 0.2035  0,20  0 4 0,1974 

l 0,1883  0.1853  0,1823  0,1799 

i 0,1703  0,1673  0,1644  0,1614 

| 0.1524  0,149  5 0,14  6 5 0,143! 

3 0,1346  0,1317  0,1287  0,125' 

! 0,1169  0,1139  0,1110  0,1080 

0,09  9 2 0,09  6 3 0.0934  0,09  04 


0,0787  0.0758  C 
0,0612  0,0582  c 
i 0,0437  0.0407  C 
0,0262  0,0233  C 
1 0.0087  0.0058  C 


...  — — — — 

- FUNCIONES  TRIQONOMETRICA8  NATURALES 

..  . , . 


* 

Sens 

Cos* 

Tan* 

Cot* 

Sec* 

esc  2 

0,80 

0,71736 

0,69671 

1,0296 

0,97121 

1,4353 

1,3940 

0,81 

0,72429 

0,68950 

1,0505 

0,95197 

1,4503 

1.3807 

0,82 

0,73115 

0,68222 

1,0717 

0,93309 

1,4658 

1,3677 

0,83 

0,73793 

0,67488 

1,0934 

0,91455 

1,4818 

1,3551 

0,84 

0,74464 

0,66746 

1,1156 

0,89635 

1,4982 

1.3429 

0,85 

0,75128 

0,65998 

1,1383 

0,87848 

1,5152 

1.3311 

0,86 

0,75784 

0,65244 

1,1616 

0,86091 

1,5327 

1,3195 

0,87 

0,76433 

0,64483 

1,1853 

0,84365 

1,5508 

1,3083 

0,88 

0,77074 

0,63715 

1,2097 

0,82668 

1.6696 

1,2975 

0,89 

0,77707 

0,62941 

1,2346 

0,80998 

1,5888 

1.2869 

0,90 

0,78333 

0,62161 

1,2602 

0,79355 

1,6087 

1.2766 

0,91 

0,78960 

0,61375 

1,2864 

0,77738 

1.6293 

1.2666 

0,92 

0,79560 

0,60582 

1,3133 

0,76146 

1,6507 

1,2569 

0,93 

0,80162 

0,59783 

1,3409 

0,74578 

1.6727 

1,2475 

0,94 

0,80766 

0,58979 

1,3692 

0,73034 

1,6955 

1,2383 

0,95 

0,81342 

0,68168 

1,3984 

0,71511 

1,7191 

1,2294 

0,96 

0,81919 

0,57352 

1,4284 

0,70010 

1.7436 

1,2207 

0,97 

0,82489 

0,56530 

1,4592 

0,68531 

1.7690 

1,2123 

0,98 

0,83050 

0,55702 

1,4910 

0,67071 

1,7953 

1,2041 

0,99 

0,83603 

0,64869 

1,5237 

0,66631 

1,8225 

1,1961 

1,00 

0,84147 

0,54030 

1,6674 

0.64209 

1,8508 

1,1884 

l.e&.jl 

0.84683 

0,53186 

1,5922 

0,62806 

1,8802 

1,1809 

1,02 

0.86211 

0,52337 

1,6281 

0,61420 

l.ftst 

1,1736 

1,03 

0.85730 

0.61482 

0,60051 

1,9424 

1.1666 

1,04 

0.86240 

0,50622 

1,7036 

0.68699 

1,9754 

1,1595 

1,05 

0,86742 

0,49757 

1.7433 

0,57362 

2,0098 

1,1528 

1,06 

0.87236 

0,48887 

1,7844 

0.66040 

2,0455 

1,1463 

1,07 

0.87720 

0.48012 

1,8270 

0,54734 

2.0828 

1,1400 

1,08 

0,88196 

0,47133 

1,8712 

0,53441 

2,1217 

1.1338 

1,09 

0,88663 

0,46249 

1,9171 

0.62162 

2.  if ft 

1.1279 

1,10 

0,89121 

0,45360 

1,9648 

0,50897 

2,2046 

1,1221 

l.n 

0,89570 

0,44466 

2.  pis 

0.49644 

2,2489 

1,1164 

1.12 

0,90010 

0,43568 

2,0660 

0,48404 

2,2952 

1,1110 

1,13 

0.90441 

0.42666 

0,47175 

2,3438 

1,1057 

1.14 

0,90863 

0,41759 

2,1759 

0,45959 

2.3947 

1,1006 

1,16 

0,91276 

0,40849 

2,2345 

0.44753 

2,4481 

1,0956 

1,16 

0,91680 

0,39934 

2,2958 

0,43558 

2,5041 

1,0907 

0,92075 

0,39015 

2,3600 

0,42373 

2.6631 

1,18 
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0,12493 

0,12369 

2,1 

0,12246 

0,12124 
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0,11884 

0,11765 

0.11648  0.11533 

0,11418 
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). 10026 

0,09926 
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0,08458 
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0,07887 
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0,07353 
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0,07065  0,06995 
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0.06266 
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0,06142 
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2% 
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0,95238 
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0.82075 

0,78941 

0,73069 

0,67684 

0,62741 

9 

0,91434 

0.89422 

0,87459 

0,83676 

0,80073 

0,76642 

0,70259 

0,64461 
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0.49363 

0,41552 

0,35034 

19 
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0.33341 

0.25509 

0.19563 

29 

0,74934 

0,69750 

0.64936 

056311 

0,48866 

0,42436 

0,32065 

0.24295 

0,18456 

30 
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36 
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0,043160  1 
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0.042302  0.042072 

247 


X 
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0, 

00 

2,4205 

1,7331 

1.3372  1,0626 

0,8559  0,6931  0.5614 

0,4529 

0,3625 

i. 

0. 2867 

0,2228 

0,1689 

0,1235  0,08513 

0,05293  0,02603  0,023691 

-0,01470 

-0,02966 

2, 

-0,04166 

-0,05111 

-0,05834 

-0,06367  -0,06737 

-0,06969  -0,07083  -0,07097 

-0,07030 

-0,06894 

3, 

-0,06703 

-0,06468 

-0,06198 

-0,05903  -0,05590 

-0,05264  -0,04932  -0,04597 

-0,04265 

-0,03937 

4, 

-0,03618 

-0,03308 

-0,03011 

-0,02726  -0,02456 

—0,02200  —0,01960  -0.01734 

-0,01525 

-0,01330 

5, 

-0,01151 

— 0,029865 

— 0,028359 

—0,0*6989  — 0,025749 

-0, 0*4632  — 0,023632  -0,022740 

—0,0*1952 

-0,0*1258 

6, 

-0,036530  - 

— 0,031295 

0,033191 

0,036991  0,021017 

0,0*1278  0,0*1488  0,021653 

0,0*1777 

0,0*1866 

7, 

0,0*1922 

0,021951 

0,021956 

0,02194  0 3.021907 

0,0*1860  0,0*1800  0,0*1731 

0,0*1655 

0,0*1572 

8, 

0,021486 

0,021397 

0.021306 

O.Oftflf.  0,0211?|: 

0,0*103  7 0.039511  0,0*86  75 

0,037871 

0,0371  02 

0, 026372 

0,035681 

0.035030 

0,034422  0, 033855 

0,033330  0,032846  0,032402 

0,031996 

0,0*1628 
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Simbolos 

m 

funcion  beta,  103 

numeros  de  Bernoulli,  114 

integral  de  coseno  de  Fresnel,  184 

integral  de  coseno,  184 

base  de  los  logaritmos  naturales,  1 

funcion  complementaria  de  error,  163 
integral  eliptica  completa  de  segunda  especie,  179 
integral  eliptica  incomplete  de  segunda  especie,  179 
integral  exponential,  163 

funcion  hipergeometrica,  166 

integral  eliptica  incomplete  de  primera  especie,  179 

transformada  de  Fourier  y transformada  inversa  de  Fourier,  175,  176 

polinomios  de  Hermite,  151 

unidad  imaginaria,  21 

funcion  modificada  de  Bessel  de  primera  especie,  136 
funcion  de  Bessel  de  primera  especie,  136 
integral  eliptica  complete  de  primera  especie,  179 
140 

funcion  modificada  de  Bessel  de  segunda  especie,  139 

logaritmo  natural  de  24 

logaritmo  comun  de  *,  23 

polinomios  de  Laguerre,  153 

polinomios  asociados  de  Laguerre,  155 

transformada  de  Laplace  y transformada  inversa  de  Laplace,  161 
polinomios  de  Legendre,  146 

funciones  asociadas  de  Legendre  de  primera  especie,  149 

funciones  de  Legendre  de  segunda  especie,  148 

funciones  asociadas  de  Legendre  de  segunda  especie,  150 

coordenada  cilindrica,  49 

coordenada  polar,  22,  36 

coordenada  esferica,  50 

integral  de  seno  de  Fresnel,  184 

integral  de  seno,  183 

polinomios  de  Chebyshev  de  primera  especie,  157 
polinomios  de  Chebyshev  de  segunda  especie,  156 
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Achatadas,  coordenadas  esferoidales.  128 
laplaciano  en,  128 

Adicion,  formulas  de,  para  las  funciones  de  Bessel,  145 
para  las  funciones  elipticas,  186 
para  las  funciones  hiperbolicas,  27 
para  las  funciones  trigonometricas,  15 
para  los  polinomios  de  Hermite,  152 
Agnesi,  bruja  de,  43 
Alargada,  cicloide,  42 
Alargadas,  coordenadas  esferoidales,  128 
laplaciano  en,  128 
Aleatorios,  tabla  de  numeros,  262 
Algebraicas,  soluciones  de  las  ecuaciones,  32.33 
Amplitud,  de  un  numero  complejo,  22 
de  la  integral  eh'ptica,  179 

Anabtica,  geometrfa  plana  (vease  plana,  geometria 
anabtica);  del  espacio  (vease  espacio,  geometria 
anabtica  del) 

Angulo  entre  dos  Ideas,  en  el  piano,  35 
en  el  espacio,  47 
Anti-derivada  57 

Antilogaritmos,  comunes,  23,195,204,295 
naturales  o neperianos,  24.226,227 
Anualidad,  factor  de  cantidad  compuesta  de,  201,  242 
valor  presente  de,  243 
Area,  integrates  de,  122 
Argand,  diagrama  de,  22 
Arltmetica,  media,  185 
Aritmeticas,  series,  107 
Aritmetico-geometricas,  series,  107 
Armonica,  media,  185 
Arquimedes,  espiral  de,  45 
Asintotas  de  la  hiperbola,  39 

Asintoticos,  desarrollos  o formulas,  de  los  numeros  de 
Bernoulli,  115 

de  las  funciones  de  Bessel,  143 
de  la  funcion  gamma,  102 
Asociadas,  funciones  de  Legendre,  149,150  (vease 
ademas  Legendre,  funciones) 
de  primera  especie,  149 
de  segunda  especie,  150 
especiales,  149 

f6rmulas  de  rccurrcncia  para.  149 
ortogonalidad  de,  150 
series  ortogonales  de,  150 
Asociados,  polinomios  de  Laguerre,  155,156 
(vease  ademas  Laguerre,  polinomios  de) 
algunos  ejemplos  de,  155 
formulas  de  recurrencia  de,  156 
funcion  generadora  de,  155 
ortogonalidad  de,  156 
resultados  especiales  que  contienen,  156 
series  ortogonales  de,  156 
Asociativa,  ley,  117 

Base  de  un  logaritmo,  23 
cambio  de,  24 

Ber  Y Bei  funciones,  140,  141 
definicion  de  las,  140 

ecuacion  difereneial  correspondiente  a las,  141 
representation  glafiea  de  las,  141 


Bernoulli,  ecuacion  difereneial  de,  104 
Bernoulli,  numeros  de,  98,  107,  114.  115 
definicion  de  los,  114 
formula  asintotica  para  los,  115 
relacion  con  los  numeros  de  Euler,  115 
series  que  contienen,  115 
tabla  de  algunos  de  los  primeros,  114 
Bessel,  funciones  de,  136,  145 
de  orden  igual  a la  mitad  de  un  entero  impar,  138 
de  primera  especie  y orden  n,  136,137 
desarrollos  asintoticos  de  las,  143 
de  segunda  especie  y orden  n,  136,  137 
ecuacion  difereneial  modificada  de,  138 
formulas  de  adicion  para  las,  145 
formulas  de  recurrencia  para  las,  137 
funciones  generadoras  de  las,  137,  139 
integrates  definidas  que  contienen,  142.143 
integrates  indefmidas  que  contienen,  142 
modificadas  (vease  modificadas,  funciones  de 
Bessel) 

productos  infinites  de  las,  188 
representation  gdfiea  de  las,  141 
representation  integral  de  las,  143 
series  ortogonales  de  las,  144,  145 
solution  general  de  las,  139 
tablas  de  las,  244,  249 

valores  aproximados  por  igualacion  a cero,  250 
Beta,  funcion,  103 

relacion  de  la,  con  la  funcion  gamma,  103 
Bi-armonico.  operador,  126 
en  coordenadas  curvilineas,  125 
Binomial,  distribucion  189 
Binomiales,  series,  2,110 
Binomio  de  Newton,  coeficientes  del.  3 
formula  del,  2 
propiedades  del,  4 
tabla  de  valores  del,  236,  237 
Bipolares,  coordenadas,  128,129 
laplaciano  en.  126 
Brigsianos,  logaritmos,  23 
Bruja  de  Agnesi,  43 

Cadena,  regia  de  derivation  en,  53 
Caracol  de  Pascal,  41.44 
Caracteristica,  194 
Cardioide,  41,  42,  44 
Cassini,  ovalos  de,  44 
Catalan,  constante  de,  181 
Catenaria,  41 

Cauchy  o Euler,  ecuacion  difereneial  de,  105 
Cauchy,  restode,  en  series  de  Taylor.  110 
Cauchy-Schwarz,  desigualdad  de,  185 
para  integrales,  186 

Cero,  igualacion  a,  de  las  funciones  de  Bessel,  250 
Cero,  vector,  116 
Cicloide,  40,42 
alargada,  42 
redueida,  42 

Cibndricas,  coordenadas,  49,126 
laplaciano  en.  126 
Cilindro  eliptico,  51 
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D esigualdades,  185,186 
Dextrorso  sistema,  118 
Diferenciales,  55 
reglas  para  las,  56 

Diferenciales,  ecuaciones,  basicas  y sus  soluciones, 
104-106 

Diodes  cisoide  de,  45 
Directoras,  cosenos,  46,47 
numeros,  46,48 
Directriz,  37 
Discriminante,  32 

Distancia,  entre  dos  puntos  en  el  mismo  piano,  34 
de  un  punto  a una  linea,  35 
de  un  punto  a un  piano,  48 
entre  dos  puntos  en  el  espacio,  46 
Distribuciones  de  la  probabilidad,  199 
Distributiva,  ley,  117 
para  productos  escalaras,  118 
Divergencia,  119 
en  coordenadas  curvilfneas,  125 
Divergencia,  teorema  de  la,  123 
Doble,  formulas  del  angulo  en  funciones  hiperboli- 
cas,  27 

en  funciones  trigonometricas,  16 
Duplicacion  del  cubo,  45 

Duplicacion,  formula  de,  para  las  funciones  de 
gamma,  102 

Ecuacion  de  una  recta,  34 
en  forma  canonica,  47 
en  forma  parametrica,  47 
en  forma  s e g 0 interceptual,  34 
forma  normal  de  la,  35 
general,  35 

perpendicular  a un  piano,  48 
Ecuacion  del  piano,  forma  general,  47 

forma  segmentaria,  47 
que  pasa  por  tras  puntos,  47 
Eje  x II 
Ejey,  11 
Elipse,  7.37.38 
Brea  de  la,  7 
ecuacion  de  la,  37,  36 
evoluta  de  la,  44 
excentricidad  de  la,  36 

perfmetro  de  la,  7 
semi-ejes  mayor  y menor  de  la,  7,36 
Elipses  homofocales  127 
Elipsoide,  ecuacion  del,  51 
volumen  del,  10 

Elfpticas  coordenadas  cilfndricas  127 
laplaciano  en,  127 

Elfpticas,  funciones,  179-182  (vease  ademas  elfpticas, 
integrales) 
d e J acobi,  180 
derivadas  de,  181 
desarrollos  en  series  de,  181 
formulas  de  adicion  para,  130 
identidades  que  contienen,  181 
integrales  de,  192 
perfodos  de.  181 
valores  especiales  de,  182 


Elipticas,  integrales,  179,  ffl.  (vease  ademas  elfpticas, 
funciones) 
amplitud  de,  179 
de  primera  espacie,  179 
de  segunda  espacie,  179 
de  tercera  especie.  175.  180 
relacion  de  Legendre  para,  182 
tablade  valores  de  las,  254,255 
transformacion  de  Landen  para,  180 
Eliptico,  cono,  51 
cilindro,  51 
paraboloide,  52 
Envolvente,  44 
Epicicloide,  42 
Error,  funcion  de,  163 
complementarfa,  183 
tabla  de  valores  de,  257 
Escala,  factores  de,  124 
Escalar,  producto,  117,  118 
Escalares,  116 
Escalonada,  funcion,  173 
Esfera,  ecuacion  de  la,  50 
area  de  la  superficie  de  la,  9 
triangulo  sobre  (vease  esferico  triangulo) 
volumen  de  la,  8 
Esfericas,  coordenadas,  50,126 
laplaciano  en,  126 

Esferico,  area  de  la  superficie  del  casquete,  9 
volumen  comprendido  por  el  casquete,  9 
Esferico,  triangulo,  area  de  un,  10 
reglas  de  Napier  para  un,  que  tiene  un  angulo 
recto,  20 

relaciones  entre  los  lados  y angulos  de  un,  19,  20 
Espacio,  formulas  de  geometrfa  analitica  del,  46-52 
Espiral  de  Arqufmedes,  45 
Euler,  constante  de,  1 
Euler,  identidades  de,  24 
Euler-M  aclaurin.  formula  sumatoriade,  109 
Euler  o Cauchy  ecuacion  diferencial  de,  105 
Euler,  numeros  de,  114,  115 
definicion  de,  114 

relacion  de,  con  los  numeros  de  Bernoulli,  115 
series  que  contienen,  115 
tabla  de  algunos  de  los  primeros,  114 
Evoluta  de  la  elipse,  44 
Exacta,  ecuacion  diferencial,  104 
Excentricidad,  definicion  de  la,  37 
de  la  elipse,  38 
de  la  hiperbola,  39 
de  la  parabola,  37 
Exponencial,  integral,  183 
tabla  de  valores  de,  251 
Exponenciales,  funciones,  2325,  2 00 

ejemplos  de  problemas  que  incluyen  el  calculo  de, 
200 

desarrolloen  series  de,  111 
periodicidad  de  las,  24 
relacion  entre,  y las  trigonometricas,  24 
tabla  de.  226,227 
Exponentes  23 
Extremo  de  un  vector,  116 
F,  distri bucion,  189 

valores  percentiles  950  y 99“  de  la.  260,  261 
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Normal,  distribucion,  189 
Normal,  ecuacion  de  una  linea  recta  en  forma,  35 
ecuacion  del  piano  en  forma,  48 
N ula,  funcion,  170 

Numeros  complejos  (vease  complejos,  numeros) 

0 rigen  de  un  vector,  116 
Oltogonales,  coordenadas  curvilineas,  124-130 
formulas  en  las  que  entran,  125 
Ortogonalidad  y ortogonales,  series,  144,145,147,150, 
152.154,156,158,159 
Ovalos  de  Cassini,  44 

Parabola,  37,38 
ecuacion  de  la,  37,  38 
excentricidad  de  la,  37 
foco  de  la,  38 

segmento  de  (vease  segmento  de  parabola) 

Parabolas  homofocales  126 

Parabolica,  formula,  para  calcular  integrales  defini- 
das,  95 

Parabolicas,  coordenadas  cilmdricas,  126 
laplaciano  en,  126 
Paraboloidales,  coordenadas,  127 
laplaciano  en,  127 

Paraboloide  de  revolucion,  volumen  del.  10 
Paraboloide  elfptico,  52 
hiperbolico.  52 

Paralelas,  condicion  para  que  dos  lineas  rectas  sean, 
35 

Paralelepfpedo  rectangulo  (vease  rectangulo  paralele- 
pfpedo) 

volumen  del,  8 
Paralelogramo,  area  del,  5 
perfmetro  del,  5 

Paralelogramo,  ley  del,  para  la  adicion  de  vectores,  116 
Parciales.  derivadas,  56 
Parciales,  desarrollo  en  fracciones,  187 
Parseval,  identidad  de,  para  transformadas  de 
Fourier,  176 

para  series  de  Fourier,  131 
Pascal,  caracol  de,  41.44 
Pascal,  triangulo  de,  4,236 
Pendiente  de  una  linea  recta,  34 
Perpendiculares,  condicion  para  que  dos  lineas  rectas 
sean,  35 

Piramide  volumen  de  la,  9 

Plana,  formulas  de  geometria  analitica,  34-39 

Plano,  area  de  un  triangulo  5,35 

Plano,  ecuacion  del  (vease  ecuacion  del  piano) 

Plano,  triangulo  ley  de  los  cosenos  para  un,  19 
ley  de  las  tangentes  para  un,  19 
ley  de  los  senos  para  un.  19 

radio  del  circulo  circunscritoa  un,  6 
radio  del  circulo  inscrito  en  un,  6 
relaciones  entre  los  lados  y angulos  de  un,  19 
Poisson,  distribucion  de,  189 
Poisson,  formula  sumatoria  de,  109 
Polar,  forma,  expresada  como  exponencial,  25 
de  un  numero  complejo,  22.25 
multipl icacion  y division  en,  22 
operaciones  en,  25 


Polares,  coordenadas,  22.36 
transformacion  de  coordenadas  rectangulares  a,  36 
Poligono  regular  (vease  regular,  poligono) 

Potencia,  23 

Potencias,  series  de,  110 
inversion  de,  113 

Presente,  factor  de  valor,  de  un  monto,  241 
de  una  serie  uniforme,  243 
Principal,  rama,  17 

Principales,  valores,  de  funciones  hiperbolicas  recipro- 

de  funciones  trigonometricas  reciprocas  17,  18 
Probabilidad,  distribuciones  de  la.  189 
Productos  infinitos,  102,  186 
notables,  2 

Pulsaciones,  funcion  de,  173 

Radianes,  1.12,  199,200 
relacion  entre,  y grados,  12,199,200 
tabla  de  conversion  de,  222 
ralces  de  los  numeros  complejos,  22,25 
tabla  de  cuadrados  y cubos,  238,239 
Rama  principal,  17 

Rei  parte,  de  un  numero  complejo,  21 
Reciprocas,  funciones  hiperbolicas,  29-31 
definicion  de  las,  29 

expresadas  por  medio  de  funciones  logaritmicas,  29 
relacion  entre,  y las  trigonometricas  reciprocas,  31 
relaciones  entre  las,  30 
representation  grafica  de  las,  30 
valores  principales  de  las,  29 
Reciprocas,  funciones  trigunometricas,  17-19 
definicion  de  las,  17 

relacion  entra,  y las  hiperbolicas  reciprocas,  31 
relaciones  entre  las,  18 
representation  grafica  de  las,  18,19 
valores  principales  de  las,  17 
Reciprocas,  transformadas  de  Laplace,  161 
Reciprocos,  tabla  de,  238,239 

Rectangular,  formula,  para  calcular  integrales  defi- 
nidas,  95 

Rectangulares,  coordenadas,  transformacion  de,  a 
coordenadas  polares,  36 
Rectangulares,  sistema  de  coordenadas,  117 
Rectagulo,  area  del,  5 
perimetro  del,  5 

Rectagulo,  paralelepipedo,  volumen  del,  8 
Area  de  la  superficie  del,  8 
Rectificada,  funcion  de  onda  senoidal,  172 
semi-,  1 7 2 

Recto,  tronco  de  cono  circular,  (vease  tronco  de  cono 
recto  circular) 

superficie  lateral,  Area  de  la,  9 
volumen  del,  9 

Recurrencia,  formulas  de,  101.  137,  139,  147,  149,  151, 
153,156,158,159 
Reducida,  cicloide,  42 
Regular,  Area  de  un  poligono,  6 
Regular,  poligono,  circunscrito  a un  circulo,  Area  de,  7 
inscrito  en  un  circulo,  7 
perimetro  de,  6 

Riemann  funcion  zeta  de,  184 
Rodrigue,  formulas  de,  146.151.153 
Rosa  de  tras  y cuatro  petal  os  41 
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Rotacion  de  coordenadas  en  el  piano,  36 
en  el  espacio,  49 
Rotor,  120 

en  coordenadas  curvilineas,  125 

Schwarr,  desigualdad  de,  (vAase  Cauchy-Schwars. 
desigualdad  de) 

Sector  de  un  circulo,  longitud  de  arco  del,  6 
Aren  del,  6 

Segmento  de  circulo,  Area  del,  7 
Segmento  de  parabola  Area  del,  7 
longitud  de  arco  del,  7 

Semi-rectificada.  funcion  de  onda  senoidal,  172 
Seno-integral  de,  163 
de  Fresnel,  164 
tabla  de  valores  de.  251 
Senos.  ley  de  los.  para  triangulos  pianos,  19 
ley  de  los,  para  triangulos  esfericos  19 
Separacion  de  variables,  104 
Series,  aritmetrcas  107 
aritmetico-geometricas  107 
binomiales.  2.106 

de  Fourier  (vease  Fourier,  series  de) 
de  potencias,  110,113 
de  potencias  de  enteros  positivos,  107,106 
de  reclprocos  de  potencias  de  enteros  positivos,  106. 
109 

de  Taylor  (vAase  Taylor,  series  de) 
geometricas.  107 

ortegonales  (vAase  ortogonalidad  y series  ortogona- 
les) 

Sierra,  funcion  de  onda  en  diente  de,  172 
Simple,  curva  cerrada,  123 

Simpson,  formula  de,  para  calcular  integrales  defini- 
das,  95 

Solucionesde  I as  ecuaciones  algebraicas  32,33 
Stirling,  series  asintoticas  de,  102 
formula  de,  102 
Stoke,  teorema  de,  123 
Student,  distribution  t de.  169 
valores  percentiles  de  la,  256 
Sumas  (vease  series) 

Sumatoria,  formula,  de  E uler-M  claurin  109 
de  Poisson.  109 
Superficie.  integrales  de.  122 
relacion  entra  las.  y las  integrales  dobles,  123 
Superiores,  derivadas,  55 
reglade  Leibnitzpara  las,  55 

Tangentes,  ley  de  las.  para  triangulos  pianos,  19 
ley  de  las,  para  triangulos  esfericos,  20 
Tangentes,  vectores,  a algunas  curvas,  124 

de  funciones  de  dos  variables,  113 
de  funciones  de  una  sola  variable,  110 
Toro,  A made  la  superficie  del.  10 
volumen  del,  10 
Toroidales.  coordenadas,  129 
laplaciano  en,  129 
Tractris,  43 

Transformacion.  jacohiano  de  la,  125 
de  coordenadas,  36.46,49,124 
de  integrales,  59.60.125 
Translation  de  coordenadas  en  el  piano,  36 


Trapecio,  Ares  del,  5 
perfmetro  del.  5 

Trapezoidal,  formula,  para  calcular  las  integrales 
definidas,  95 

Triangular,  desigualdad,  165 
T riangular,  funcion  de  onda,  172 
Triangulo  piano  (vease  piano,  triangulo 
esferico  (vease  esferico  triangulo) 

Trigonometricas  funciones,  11-29 
de  angulos  negativos,  14 
definicion  de  las.  II 

de  loa  diversos  cuadrantes  reducidas  al  primer 
cuadrante,  15 

desarrollo  en  series  de  las,  111 
ejemplos  de  problemas  relacionados  con  las,  197-199 
formulas  de  adicion  para  las,  15 
formulas  generales  que  contienen,  17 
formulas  del  angulo  doble  para  las,  16 
formulas  del  angulo  mitad  para  las.  16 
formulas  del  angulo  multi plo  para  las,  16 
potencias  de,  16 

recfprocas  (vease  reciprocas  funciones 
trigonometricas) 

relacion  entre  las.  y las  funciones  exponenciales,  24 
relacion  entre  las,  y las  funciones  hiperbolicas,  31 
relaciones  entre  las.  12.  15 
representacion  grata  de  las.  14 
signos  y variaciones  de  las,  12 
suma,  diferencia  y producto  de  las,  17 
tabla  de  las.  en  grados  y minutos,  206211 
tabla  de  las.  en  radianes,  212-215 
tabla  de  logaritmos  de  las,  216221 
valores  exactos  de  las,  para  diversos  angulos  13 
Triples,  integrales.  122 

Tronco  de  cono  circular  recto,  area  da  la  superficie 
volumen  del,  9 

U nitaria,  funcion,  de  Heaviside.  173 
Unitaria,  normal,  auna  superficie.  122 
U nitarios,  vectores,  117 

Vectores  ley  del  paralelogramo  para.  116 
sumade,  116.117 
tangentes,  124 
unitarios,  117 

Vectorial,  formulas  de  anal isis  116130 
Vectorial,  leyes  de  algebra  117 
Vectorial,  notacion,  116 
Vectorial,  producto,  118 
Volumen,  integrales  de,  122 
Vector  nulo,  116 
Vectores,  116 
adicion  de,  116.117 
componentes  de.  117 

definiciones  fundamentales  relativas  a los.  116,  117 
igualdad  entre  dos.  117 
multiplicacion  de.  por  escalares,  117 
numeros  complejos  representados  como,  22 

W alii,  producto  de,  166 
Weber,  funcion  de,  136 

Zeta,  funcion  de  Riemann.  164 


. El  objetivo  de  este  manual  es  presentar  un  conjunto  de 
formulas  y tablas  matematicas  que  seguramente  seran 
de  gran  valor  para  los  estudiantes  e investigadores  en 
materias  como  matematicas,  fisica,  ingenierfa  y otras. 

. Los  temas  tratados  oscilan  desde  los  elementales  has- 
ta  los  avanzados. 

. Entre  los  temas  elementales  figuran  el  algebra,  la  geo- 
metrfa,  la  trigonometria,  la  geometria  analitica  y el  calculo. 
Entre,  los  temas  avanzados  figuran  las  ecuaciones  dife- 
renciales,  el  ahglisis  vectorial,  las  series  de  Fourier,  las 
funciones  gama  y beta,  las  funcion6s  .de  Bessel  y de  Le- 
grende,  las  transformadas  de  Laplace!  y Fourier,  las  fun- 
ciones elipticas  y algunas  otras ./funciones  especiales 
importantes. 

. Este  manual  esta  dividido  en  dos  partes  principals:  en 
‘la  primera  estan  contenidas  las  formulas  matematicas  al 
tiempo  que  se  tratan  otros  asuntos,  tales  como  definicio- 
nes,  teoremas,  graficas,  diagramas,  etc.,  que  son  esen- 
ciales  para,  la  correcta  comprension  y aplicacion  de  las' 
formulas.  La  segunda  parte’contiene  tablas  numericas, 
tales  como  los  valor&&  las  funciones  elementales 
(trigonometricas,  logaritmicas,  exponenciales,  hiperbo- 
licas,  etc.). 
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